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PRÉFACE. 


L'abondance  des  matières  nous  oblige  à  placer  dans  un 
autre  Volume  la  théorie  des  fonctions  elliptiques  et  abé- 
Hennés  que  nous  comptions  donner  dans  le  troisième  ;  d'autres 
matières  ont  dû  aussi  être  rejetées  plus  loin,  mais  nous  tien- 
drons les  promesses  que  nous  avons  faites  dans  la  Préface  de 
notre  premier  Volume  et  nous  développerons  toutes  les  ques- 
tions dont  nous  avons  parlé  dans  cette  Préface. 

Je  saisis  cette  occasion  pour  remercier  MM.  Pagadoy 
et  Le  Pont,  qui  ont  bien  voulu  me  prêter  leur  gracieux  con- 
cours pour  la  correction  des  épreuves. 

H.  L. 
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CHAPITRE  L 


INTRODUCTION. 


I.  —  Décomposition  des  fractions  rationnelles  en  éléments  simples. 

La  théorie  que  nous  allons  développer  est  surtout  utile  dans 
le  Calcul  intégral;  elle  est  traitée  dans  un  grand  nombre 
d'Ouvrages  élémentaires,  mais  nous  croyons  devoir  l'exposer 
succinctement  pour  épargner  au  lecteur  la  peine  de  l'étudier 
ailleurs. 

D'abord  étant  donnée  une  fonction  rationnelle,  c'est-à-dire 

de  la  forme  ''       j  dans  laquelle  f{x)  et  F(x)  sont  deux 

polynômes  entiers  en  x,  on  peut  la  mettre  sous  la  former 

E(x)-r-  p^ — :>  E(-2;)  désignant  un  polynôme  entier  en  x  et  K 

un  polynôme  de  degré  inférieur  à  F(x);  en  effet,  divisons 
L.  —  Traité  d'Arialyse,  III.  i 
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f{x)  par  F(a;).  Soient  E(:r)  le  quotient;  R(x)  le  reste;  od 

aura  .'    •   ^ 

/(T)  =  E(x)F(«);^-^(ii, 


ce  qui  démontre  la  prol[posidon  énoncée. 

Occupons-nous  ntaîlfitenant  exclusivement  des  fractions  de 

la  forme  ^i — \\  où-Jl  est  de  degré  Inférieur  à  F,  et  supposons 

R(j?)  et  F{c)jians  facteurs  communs  ;  c'est  ce  que  nous  appel- 
lerons ^iix^e '«fraction  proprement  dite. 
Dlécomposons  F(j;)  en  facteurs  premiers,  et  soit 

F(a?)  =  (a?  —  a)«(2r  —  6)?(>  —  c)r. . . , 

a,  6,  ...  étant  des  nombres  différents,  réels  ou  imaginaires, 
et  a,  ^;  ...  des  exposants  entiers  et  positifs.  Soit 

F(ar)  =  (x  — a)«6(x) 

ou,  ce  qui  est  la  même  chose, 

^x)  =  (x  —  b)\^(x  —  c )T. . . ; 
on  aura 

R(x)  _  R(ar) 

F{x)  ""  (a?  — a)«e(a?)' 

'    et  identiquement 

R(x)  __         A  R(3r)— Ae(3?) 

F(ar)  "~  (a?  — a)«  "^  (x  — a)^%{x)  ' 

Déterminons  A  au  moyen  de  l'équation 

R(a)-Ae(a)  =  o        ou        A=5(fî}, 

R{x)  —  M{x)  sera  divisible  par  j?  —  a;  en  appelant  R|(x) 
le  quotient  par  x  —  a,  on  aura 

R(ar)  A  Ri(ar) 


F(x)       (a?  — o)«       (ar  — a)a-»e(4?) 
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On  peut  donc  décomposer  ^       en  une  fraction  de  la  forme 

A 

; TTj  OÙ  A  est  constant,  et  en  une  autre  fraction  propre- 

(ar  —  a)*  '  *      * 

ment  dite  dont  le  dénominateur  est  de  degré  moins  élevé  d*une 
unité  au  moins  que  F(jr)  ;  en  opérant  sur  cette  fraction  comme 

sur   py — -9   on  la  décomposera   en   un    terme   de  la  forme 

? .  fet  en  une  fraction  plus  simple,  et  ainsi  de  suite. 

On  arrivera  ainsi  à  une  identité  telle  que 

R(a:)  _         A  At  Ag-t         S(ar) 

F{x)  ~  {x  —  a)^  "^  (x  —  a)^-^  "*"' *  *~^  a:  — a  "^  6(a?)' 

A,  A|,  A2,  ..-,  Afli_i  désignant  des  constantes  et  S(x)  un 
polynôme  de  degré  inférieur  à  6(0:).  En  opérant  sur  ^ 

F{x) 


comme  sur  ^;    S  on  aura  de  même 


S(^)^         B  B.  ■     Bp,t        T{x) 

^x)       (x  —  b)?       (ar-6)M       ;*'       ^  — *        <p(ar)' 

T(j:)  désignant  un  polynôme  de  degré  inférieur  à 

^(x)  =  (x —  c)T. . . 

et  B,  Bi,  Bj,  .  .  .  représentant  des  constantes.  Finalement, 
on  voit  que  t^ — -  peut  se  mettre  sous  la  torme 


n(x)  A  A, 


a-i 


V(x)       (x  —  a)*        (ar  —  a)«-*  x  —  a 

B  B,  Bp_, 


(a:  — 6)?        (07— 6)fl->                  37  —  6 
-î- 

Lorsque  R(^)  et  F(x)  sont  à  coefficients  réels  et  lorsque 
les  quantités  a,  b,  c,  ...  sont  imaginaires  en  totalité  ou  en 
partie,  celles  de  ces  quantités  qui  sont  imaginaires  sont  con- 
juguées deux  à  deux,  et  Ton  peut  adopter  un  mode  de 
décomposition  en  éléments  simples  réels. 
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Voici  comment  on  devra  opérer  pour  y  arriver.  Soit 

0(j:)  désignant  un  polynôme  entier  qui  ne  s^annule  plus  pa 
ju=  a±  b  ^ —  i;  on  pourra  écrire 

Y{x)  =  \{x  —  a)«  -f-  6«]ae( x), 

et  l'on  aura  identiquement 

R(g^  _  Mar-f-N  R(ar)  — (Mar -f- N)e(ar) 

Déterminons  M  et  N  de  telle  sorte  que 

(2)    R(a-h6v/^)— [M(a-r-6/^)-hN]e(a-h6v/— i)  =  o, 

équation  qui,  en  séparant  les  parties  réelles  et  les  coefficient 

de  ^ —  I,  équivaut  à  deux  équations  ;  la  fraction  écrite  la  dci 
nière  dans  la  formule  (i)  se  simplifiera,  ses  deux  ternie 
étant  divisibles  par  {x  —  a)^  -4-  6^,  en  sorte  que  Ton  aura 

R(ar)  _  Mar-4-N  R|(ar) . 

et  sans  qu^il  soit  nécessaire  d'insister  sur  ce  fait,  il  est  facil 
de  voir  que  Ton  aura  pour  ^       un  développement  de  la  forni 

R(ar)  Ma:-hN  M,a:-hNi 


¥{x)       [(a:  — a)»-+-6«]«       [(a?  — a)»-h  6«J«-» 

Mg-iar-f-Ng-t        S(a:) 
(ar  — a)»-+-6»        6(0:)' 

les  M  et  les  N  désignant  des  constantes  et  ^        une  fractio 

plus  simple  que  -py — 7  sur  laquelle  on  opérera  comme  su 

celle-ci. 

Avant  d'aller  plus  loin,  il  est  nécessaire  de  compléter  1 
raisonnement  qui  précède  en  montrant  que  Téquation  (5 
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fournit  toujours  des  valeurs  bien  déterminées  pour  M  et  N. 
A  cet  effet,  posons 

e(a-4-  b  /^  =  A  -+-  B  v/^,         R(a  -f-  b  /^  =  U  H-  V  v/^, 
nous  aurons,  au  Heu  de  (2), 

U -H  V /=^— [Ma-f- N -f- M6  v/^J(A -f- B /=^  =  o, 

équation  qui  se  décompose  en 

U  =  M(Aa  — B6)-4-NA, 
V  =  M(Ba-^A6)-+-NB; 

le  déterminant  de  ces  équations  est  — ^(A^H-B*),  or  b 

n'est  pas  nul,  puisque  a-^-b  y/ —  i  est  supposé  imaginaire  ; 

A*-f  B*,  carré  du  module  de  0(û5  +  b\l —  i),  n'est  pas  nul 

nonplus,  puisque  0(:r)  ne  s'annule  pas  pour  a?  ==  a  -4-  ft  sj —  i; 
donc  M  et  N  sont  bien  déterminés. 

II.  —  Remarque  sur  le  mode  de  décomposition. 

De  la  discussion  précédente,  il  résulte  que  toute  fraction 
rationnelle  ^- — -  peut  se  décomposer  en  éléments  simples 
selon  la  formule 

f{x)  _  -g/      _^     At        _        A^  Ag 

?{x)  ~     ^^^~^  x  —  a  '"'  {x  —  a)^  '^•••"^(07  — a)a 

B,  B,         ,  Bp 

— t-   T  ~r- 


(1) 

-I- 


x  —  b       {x^b)^        "      (a?  — 6)P 

Mi.r-r-Ni  Mr„X-h^m 


{x—py-^q^       '    '       [(^— /?)*-i-y*]'" 


^x)  désignant  un  polynôme  entier,  les  A,  B,  . . . ,  M,  N,  . .  • , 
o,b^.,,^p^q^  ...  des  constantes,  les  a,  p,  . . . ,  m,  . . .  des 
entiers  positifs  constants.  Nous  allons  voir  qu'///i6*  /onction 
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rationnelle  ne  peut  se  décomposer  que  d'une  seule  ma- 
nière en  éléments  simples. 

En  d'autres  termes,  si  Ton  pose 


M',  X-r-N',  M';„.X-r-N';„. 


•     •••••••••••••••••••••••••••••••••••••••^ 

on  aura  nécessairement 

Ë  =  E'y      a  =  ût',      b  =■  b  ,      ...,      ai  =  a\      ...,      Ai  =  A|,      .... 

En  cflel,  les  seconds  membres  de  (i)  et  (2)  doivent  être 
égaux,  quel  que  soit  j;,  puisqu'ils  sont  égaux,  quel  que  soit  x, 

f{T) 

à  la  même  fraction  ~- — -  :  donc  ils  sont  é^aux  pour  a:  =  a. 

Or  le  deuxième  membre  de  (i)  est  infini  pour  x  =  a,  le 
deuxième  membre  de  (2)  doit  donc  aussi  être  infini  pour 
x  =  a,  ce  qui  exige  que  Tune  des  quantités  a',  b\  ...  soit 
égale  à  a.  Supposons  a'=  a,  je  dis  que  a'=  a;  en  effet,  ima- 
ginons ci!<C.aL^  les  seconds  membres  de  (i)  et  (2)  seront 
encore  identiques  si  on  les  multiplie  par  [x  —  a)*';  mais  cela 
ne  peut  avoir  lieu  si  a'<<a,  puisque  le  deuxième  membre 
de  (i)  est  encore  infini  pour  jr  =  a,  le  deuxième  de  (2)  ne 
Tétant  plus  :  donc  a  =  a'.  Maintenant  je  dis  que  A^  =  A'^  ;  en 

effet,  retranchons  aux  seconds  membres  de  (i)  et  (2) ^^r- 

et  multiplions-les  par  {x  —  a)"~* ,  le  deuxième  membre  de  (i) 
n'est  plus  infini  pour  j:  =  «,  le  deuxième  membre  de  (2) 
Test  encore,  si  A^  n'est  pas  égal  à  A'^  :  donc  Aa  =  AJ^.  Si 
alors,  aux  deux  seconds  membres  de  (i)  et  (2)  on  retranche 

^^-x^'  ils  doivent  encore  être  égaux,  et  par  suite  on  voit, 

par  un  raisonnement  analogue  à  celui  que  l'on  vient  de  faire, 

que  Afl[_i  —  -^a 15  •  •  •  • 

Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  de  démontrer  que  b  =  h', 
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?  =  ?',  b,  =  b;,b,  =  b;,  ...,m,  =  m;,  n,  =  n;, ;>=/>', 

<jr  =  ^,    .  . . ,   et  alors  il  reste   E  =  E'.    Ce   qui  établit  le 
théorème  que  nous  avons  énoncé. 

m.  —  Calcul  des  coefficients. 
Soit  p.    ■  une  fraction  dont  le  numérateur  soit  de  degré 

r  yx)  " 

inférieur  au  dénominateur;  soit 

F(a7)  =  (j?  —  a)«(a:  — ai}2i,(j?  — aj)««  .. .; 
posons 

¥{x)  ^^' 

4(x)  ne  sera  ni  nul  ni  infini  pour  x  =  a,  et  la  formule  de 
Tajlor  donnera 

^x)=^a)-^{x—a)^^-\-,., 


1 .2.3. .  .  (a  —  1) 

Cl,  par  suite,  en  divisant  par  (x  —  a)", 

_J(£)_  _  /(t)  ^      0(a)  07a) 

{X--  a)a     '  F(x)        (x—a)^  "*'  i(ar  — a)»-» 

6a-ï(a) 

H i — 1 

1.2. ..  (a —  i){x  —  a) 


P. 


P  est  une  fraction  qui  n'est  plus  infinie  pour  x  =  a,  et  Ton 

|)Ourra  opérer  sur  P  comme  sur  p;>  mais  en  observant  que  la 

décomposition  en  éléments  simples  ne  peut  se  faire  que  d'une 
seule  manière;  on  aura  les  termes  infinis  pour  a:  =  a^,  pour 
X  =  flj,  .  .  . ,  comme  on  a  obtenu  ceux  qui  sont  infinis  pour 
x  =  a,  La  formule  précédente  peut  s'écrire 
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OU  bien  encore 

^^  F(x)      ^i.a...(a  — i)  rfaa-»  X  — a 

ou  enfin 

On  a  ainsi  sous  forme  explicite  la  fonction  pr- — r  décompo- 
sée en  éléments  simples. 

Remarque.  —  La  formule  précédente  peut  être  écrite 

elle  fait  connaître  une  fonction  /{j^)  de  degré  moindre  que 
a  -I-  tti  -h  aj  -+- . . .  qui  prend  pour  x  =  a,  une  valeur  donnée, 

ainsi  que  ses  dérivées  d'ordre  1,2 (a/ —  i). 

Si  l'on  suppose  a  =  a,  =  a^  =  . .  .  —  i ,  on  retombe  sur  la 
formule  d'interpolation  de  Lagrange 


z-a 


La  formule  (2)  est  générale,  mais  on  peut  lui  donner  une 
forme  dégagée  d'imaginaires  pour  le  cas  où,  parmi  les  quan- 
tités ay  aty  «a,  . . . ,  il  s'en  trouve  d'imaginaires,  pourvu  que 
ces  quantités  soient  conjuguées  deux  à  deux. 

Supposons,  par  exemple, 

e(a)  =  ©(/?,  g) -h  /Zrj"^(^,  q )^ 
e(a,)=  <p(/?,  y  )—  /Zrr^(/,,  q  ), 

et  observons  que,  en  général, 

daf^     "~  dp'*^  "^  dp^  V  —  >  » 
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la  formule  (i)  donnera  lieu  à  la  suivante,  où  les  a  sous  les  deux 
signes  S  ne  sont  pas  forcément  égaux  : 

Xx)  _  ICI        I  </»-»     e(q) 

(ir)"~^(a  —  I)!  ûfa«-»  x  — a  

ou  bien 

Les  formules  (i)et(3)  sont  éminemment  propres  à  fournir 

les  développements  de  ^r— r  en  série,  ou  à  faire  connaître  les 

dérivées  d'ordre  quelconque  de  celte  fonction. 

Dans  la  pratique,  on  emploie  souvent  la  méthode  des  coef- 
ficients indéterminés  pour  décomposer  une  fraction  en  élé- 
ments simples;  cette  méthode  peut  être  variée  à  Tinfini. 
Indiquons  le  procédé  que  Ton  emploie  le  plus  fréquemment  : 
on  commence  par  diviser  le  numérateur  par  le  dénominateur, 
le  quotient  fait  connaître  la  partie  entière  de  la  fonction  à 
décomposer;  en  appelant  R  le  reste  et  F  le  dénominateur, 
on  pose 

A,  M,  N  restant  indéterminés,  on  chasse  les  dénominateurs; 
on  remplace  alors  successivement  x  par  chaque  racine  de 
F(x)  =  o  :  on  détermine  ainsi  autant  de  coefficients  que  de 
racines.  On  prend  ensuite  les  dérivées  des  deux  membres 
de  ridentité  obtenue,  et  l'on  remplace  x  par  chacune  des 
racines  doubles  de  F(j:)=  o  :  on  détermine  ainsi  autant  de 
coefficients  nouveaux  que  de  racines  doubles,  et  ainsi  de 
suite. 
Traitons  un  exemple.  Posons 

x3  A  MJ--4-N        M'^-f-N' 


(X*-M)«(a7  —  I)        x  —  \  J?*-M  (x«-+-i) 
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Chassant  les  dénominateurs,  il  vient 

(i)  ar»  =  A(jr«-f-i)«  f-(Mar-4-N)(a:  — i)(x«-i-i)-H(M'ar-T-N';(a-  — 1). 

Si  l'on  fait  x  =  i,  on  a 

i  =  4A,        A  =  i. 


Si  l'on  fait  x  =  ^ —  i ,  on  a 

—  ^~i  =  (M'  v/^H-  N')(v^-^— i) 

et,  en  identifiant, 

M'-r-N'  =  o,        M— N'=i, 
d'où 

Prenons    maintenant    les    dérivées    des  deux    membres   de 
l'identité  (i);  nous  aurons,  en  n'écrivant  pas  les  termes  nuls, 

pour  X  =  y/ —  I , 

3a7»  =  (M  a?  h-  N)(a:—  i)2x  -\-  M'x  -+-  N'  -i-  M'( ar  —  i), 


et,  en  faisant  x  =  ^ —  i  et  en  remplaçant  M'  et  N'  par  leurs 
valeurs, 

-  3  =  (m  v/^-+- N)(/^- i)a  v/^H-î/ -T— i -+- i  (v/-^— i)- 
On  en  conclut 

—  3  =  aM"2N  — i-+-/^i(i  — 2M-aN) 
et,  en  identifiant, 

d'où 

M  =  -{,  Nr=J. 

On  a  donc 

x^  Il  I    3  —  .r         i      T  —  I 


(^*-f-  l)»(X  —  l)  4    07 I  4X^-^1  2    (X*-M)» 


*—— 


CALCUL    DES    INTÉGRALES.  II 


CHAPITRE  IL 

CALCUL  DES  INTÉGRALES. 


I.  —  Définitions. 

Le  Calcul  intégral  a  pour  but  de  rechercher  l'expres- 
sion analytique  d'une  ou  de  plusieurs  fonctions,  lorsque 
Ton  connaît  des  relations  entre  ces  fonctions  et  leurs  dé- 
rivées. 

Le  problème  le  plus  simple,  et  aussi  le  premier  que  nous 
aurons  à  résoudre  en  abordant  Tétude  du  Calcul  intégral, 
sera  de  calculer  l'expression  analytique  d'une  fonction  d'une 
seule  variable,  étant  donnée  celle  de  sa  dérivée. 

On  appelle  intégrale  d'une  fonction /(j:),  ou  d'une  diffé- 
rentielle/(x)  rfx,  la  fonction  dont  la  dérivée  cst/(j:).  Nous 
verrons  bientôt  que  les  fonctions  continues  et  même  qu'un 
grand  nombre  de  fonctions  discontinues  ont  une  inté- 
grale; d'ailleurs,  il  est  bien  entendu  que,  si  une  fonction 
admet  une  intégrale,  elle  en  admet  une  infinité  ne  différant 
entre  elles  que  par  une  constante  (t.  I,  p.  79). 

Bien  que  toute  fonction  continue  admette  une  intégrale, 
on  ne  sait  pas  toujours  calculer  cette  intégrale;  il  y  a  plus,  il 
est  aujourd'hui  démontré  qu'un  certain  nombre  de  fonctions 
ont  des  intégrales  qui  ne  peuvent  pas  s'exprimer  au  moyen 
des  signes  ordinaires  de  l'Algèbre,  y  compris  les  signes  log, 
sin,  cos,  tang,  arc  sin,  arc  cos,  arc  tang,  employés  en  nombre 
fini  :  on  dit  alors  que  leurs  intégrales  ne  peuvent  pas  s^ ex- 
primer en  ternies  finis. 
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II.  —  Des  intégrales  définies. 

Soilf{x)  une  fonction  qui  reste  finie  quand  x  varie  de  x^ 
à  X  et  qui,  dans  cet  intervalle,  possède  toujours  une  valeur 
bien  déterminée  pour  chaque  valeur  de  x. 

Partageons  Tintervalle  compris  entre  Xo  et  X  en  /i  parties 
égales  ou  inégales  :  x^ — Xo=  ^Xq,  x^  —  a:i  =  Ax, ,  ..., 
X  —  ^//_i  =  ^Xn-\  ;  désignons  par  Oo,  8i  »  ^2,  •  •  •  des  nombres 
compris  entre  o  et  i  ;  formons  enfin  la  somme 

j  S  ="-/(a:oH-6o^^o)A^o-+-/(^i^-ô|^a:i)AX| -»-.. . 

(  '  f{Tn-^-^^n-\^n-\)^n-\' 

^l  cette  somme  tend  vers  une  limite  finie  unique,  quand,  n 
croissant  indéfiniment,  AjCo»  At,.  ...,  ^Xn-\  tendent  vers 
zéro,  et  cela  quelles  que  soient  les  quantités  0  (comprises 
entre  o  et  i)  et  quel  que  soit  le  mode  de  subdivision  de  Pin- 
tervalle  X  —  x^j  on  dira  que  la  limite  de  S  est  Vintégrale 
définit  de  f{x)  prise  entre  les  limites  jc©  c^  X,  et  Ton  écrira 

liniS-     /    A^)^^' 

Lemme  I.  —  Soit  f{x)  une  fonction  croissante  {^)  et  bien 
déterminée  quand  x  varie  de  Xq  à^\  soient  Xt,  x-i,  .  . ., 
J^n-i  des  nombres  croissants  compris  entre  Xq  et  X,  la 
somme 

( i)    f{xo)(jPi  —  Xo)  -•r-/{Xi)(Tt  —  ^i) -H . . . ->t-/{x„-i){X  —  x„-t)  =  s 

sera  comprise  entre /{xoy(X  —  Xq)  e^/(X)(X  —  Xq). 
En    effet,   si,   dans    la   somme  (i),    on    remplace  /(«Ci)» 


(*)  Par  ce  mot  croissante,  nous  n'excluons  pas  le  cas  où  l'on  aurait 
fia)  =z  f{b)  pour  6  >  a.  Il  ne  faut  pas  oublier  qu'une  fonction,  continue 
entre  les  limites  x^  et  X,  peut  fort  bien  n'être  jamais,  ni  constante,  ni  crois- 
sante, ni  décroissante  dans  cet  intervalle,  mais  nous  ne  considérerons  pas 
à  l'avenir  de  pareilles  fonctions. 
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/{xj).  - . .,  /(X/,_|)  par  la  quantité  plus  petite /(x»»,  celle 
somme  ne  pourra  que  diminuer;  donc 

^  >/(xo)[(x,— Xo>H-(x,  —  x, >  —  ...  — (X  —  x^,;J 
OU 

on  verrait  de  même  que 

2</(X»(X-x,). 

LcMME  II.  —  Si  la  fonction  fi^xj  était  décroissante  de  x^ 
à  X,  la  somme  2  serait  encore  comprise  entre  les  mêmes 
quantités,  mais  on  aurait 

/(Xo)(\-X.I>Z>f(X)(\--T.,) 

Lemme  in.  —  Si  l'on  considère  une  fonction  f(x)  bien 
déterminée,  finie  et  croissante  pour  les  valeurs  de  x  com- 
prises  entre  Xo  et  X,  cette  fonction  admettra  une  intégrale 
définie  entre  ces  limites. 

En  effet,  soient  x^y  X2,  -  -  --  Xm-%  des  nombres  croissants 
compris  entre  Xo  et  X;  soient  ^i,  z^,  . . . ,  z„_%  une  autre  série 
de  nombres  croissants  compris  entre  les  mêmes  limites;  si 
nous  considérons  les  deux  sommes 

A,„  =/(xo){Xi  —  Xq)  — /(xi ;(Xî  —  jt,)  -r . . .  — /( Jr;„_,  )(  X  —  x«_i;, 

B«    =/(5,)(5,  —X^)-r'f(Zr  \iZi  —  Z^)  —...—/(  X/X  —  Za-Xh 

on  aura  A;n<;  B;,.  Pour  le  démontrer,  désignons  par  x©,  }'%<, 

V'j ,  •  •  • , y p I ^  ^  les  Quantités  Xq,  X| ,  •  .  • ,  X/jt_  i,  z \ »  z*^  •  •  *  ^ 

Zn-ij  rangées  par  ordre  de  grandeur,  et  considérons  les  sommes 

^p=fi}'i){}'i—yo)-^A:yi^(yt—yi)-r--^.-^AX){\—xp-i)' 

Chaque  terme  de  Cp  étant  inférieur  au  terme  correspondant 
de  Dp,  on  a  évidemment 

mais  Aot  est  moindre  que  Cp  ou   au  moins  égal   à  C^,,  en 
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vertu  du  lemme  I;  de  même  B,,  est  plus  grand  que  D^,;  donc 

A;n  <  C;,  <  Dp  <  Bn        et        k„,  <  B„. 

Ceci  posé,  faisons  croître  le  nombre  m  indéfiniment,  en  sup- 
posant que  les  différences  x^  —  ^^o,  X2 —  X\i  •  •  •  deviennent 
moindres  que  toute  quantité  donnée  :  on  aura  toujours 
Am  <C  B/i  ;  on  peut  donc  assigner  à  A^  une  limite  A  au-dessous 
de  laquelle  il  restera  toujours.  De  même,  si,  laissant  m  Gxe, 
on  fait  croître  n  indéfiniment,  on  pourra  assigner  à  B^i  une 
limite  B  au-dessus  de  laquelle  il  restera  toujours.  Prenons 
alors  m  =  n  et  x^  =  s^J  X2=  Z2t  .•.,  ^m-i=  ^n^u  nous 
aurons 

Bm  — A,„  =  [/(a7i)— /(aro)](r,  — ro)-f-[/(ar,)— /(x,)](ar,--ari)-4-... 
-+-[/(X)-/(:r^-i)J(X-2r;„_0, 

et,  en  appelant  8  la  plus  grande  des  différences  Xi  —  jf^, 
X2  —  Xi,  . . . ,  X  —  Xm-i >  nous  aurons 

B;„-A;„<8[/(arO-/(aro)-h/(x,)-/(:r,)--...  H/(X)-/(ar^-,)] 
ou 

B;„-A;„<8[/(X)-/(2-0)]. 

Mais  /(X)  et  /(xq)  étant  finis  et  5  pouvant  devenir  aussi 
petit  que  l'on  veut,  B;„  —  A,m  pourra  être  pris  moindre  qu'une 
quantité  donnée  e.  Or 

A;„<A,        B<B;„; 
on  en  conclut 

A;„  -^   B   <    A  -4-    B;„ 

ou 

Bm-A;„>B-A; 

donc  B  —  A  <;  e,  mais,  B  et  A  étant  fixes,  il  faut  en  conclure 
que  B  —  A  =  o  et,  par  suite, 

donc  B;„  —  A  <  e  et  A  —  A;,,  <  e,  et  B^  et  A;„  ont  la  même 
limite  A. 
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Maintenant  considérons  la  somme 

dans  laquelle  on  a  fait,  poor  abréj?er,  Ajri=  jt^i  — x/.  et  où 
Oo9  B|,  ...  y  OiM_i  désignent  des  nombres  compris  entre  o  et  i . 
Elle  a  évidemment  pour  limite  A:  en  effet,  elle  est  comprise 
manifestement  entre  Am  et  B^  qui  ont  pour  limite  A. 

Lemme  rV.  —  Si  la  /onction  f(x\  reste  bien  déterminée 
et  décroissante  pour  les  valeurs  de  x  comprises  entre  x^ 
et  X,  elle  admet  une  intégrale  définie  entre  ces  limites. 
(Même  démonstration.) 

m.  —  Cas  dans  lesquels  mie  foBcticm  admet  mie  iatégrale  délaie. 

Si  nous  considérons  une  fonction  f*  x  j  toujours  crois- 
santé,  constante  ou  décroissante  qui,  entre  les  limites  jr,, 
X  de  sa  variable,  n^ admet  qu'un  nombre  limité  de  maxima 
et  de  minima,  et  qui  entre  ces  limites  conserve  une  valeur 
toujours  bien  déterminée,  elle  aura,  entre  ce%  limites,  une 
intégrale  définie. 

En  effet,  soient/'  x^'»  un  premier  minimum,  y'' /Zi  nn  pre- 
mier maximum,  f^o^j,  un  second  minimum,  eli::.  II  est  clair 
que  rinlégrale  définie  Ae  f'  x'j  entre  les  limite*  x^  et  X  sera 
égale  à  la  somme  des  intégrales  ie  f' x  i  prises  entre  x^  et  «i, 
ai  et  a^-t  •  •  •  ;  en  effet,  si,  dans  la  somme 

on  met  à  part  les  termes  pour  lesquels  jt/  reste  compris  entre 
Xt  et  ai,  puis  ceux  pour  lesquels  il  reste  compris  entre  a^  et 
a^y  . . .«  on  voit  que  Z^  aura  une  limite  qui  sera 

(1)  f  '/(^•^-  f  V^^^--  -  f  f^x)dx. 
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en  verlu  de  ce  principe  que  la  limite  d'une  somme  est  égale 
à  la  somme  des  limites  de  ses  parties,  quand  le  nombre  des 
parties  est  limité.  Mais  cette  conclusion  cesserait  d'être  exacte 
si  le  nombre  des  quantités  ^,,  ^2?  •  •  •  •>  <^p  était  illimité, 
l'expression  (2)  se  composant  d'une  infinité  de  termes. 

Une  fonction  f{x)  peut  encore  admettre  une  intégrale 
définie  lorsque,  entre  les  limites  x^  et  X,  elle  a  une  infinité 
de  maxima  et  de  minima. 

Soient  en  efTet  ai,  a^,  . . . ,  a^  des  valeurs  de  x  comprises 
entre  Xq  et  X,  et  dans  le  voisinage  desquelles  f{x)  a  une 
infinité  de  maxima  et  de  minima.  Posons,  pour  abréger, 

nous  aurons,  en  appelant  5|,  5',,  ^2,  s',,  ...  de  petites  quan- 
tités, 

-^^(a,-T-A',,aj--*,)  r  ...      <p(a*-T-  s\,  X). 

Soient  0|  la  difTérence  entre  la  plus  grande  et  la  plus  petite 
valeur  de  /entre  a^  —  S\  et  a^  -h  5',,  82  la  difTérence  entre  la 
plus  grande  et  la  plus  petite  valeur  de  /  entre  a^  —  5^  et 
«2-1-^2?  ...;  (^1  H- 5',)  0, -+-(52-1-52)  Oa-i-.  .  .-+-(5* -1-5^)8* 
sera  toujours  plus  grand  que 

et,  a  fortiori,  si  A  représente  la  plus  grande  des  quantités  8,, 
02,  . . . ,  cette  somme  scra-t-elle  moindre  que 

A(.Ç|     r-  5i  -h  *j  -f-  *j      -  .  .  .  I  ; 

elle  pourra  être  représentée  par  B  A(5|  f-  s\  -\-  5j  -f-  •  •  •  U  Ô  dé- 
signant un  nombre  compris  entre  o  ot  i .  On  aura  alors 

2,i-:^<p(ro,  a,  — 5,)-f-cp(a, -1-5',,  aj  — 5'j)--  ... 

Si  les  quantités  a^y  a^^  .  .  . ,  ^a  sont  en  nombre  fini,  5|,  5,,  ... 
restant  finis,  tous  les  termes  de  2]/i,  à  Texccption  du  dernier, 
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tendront  vers  des  limites  finies.  Soit  G  La  limite  de  l^ar 
somme,  S^  sera  de  la  forme  G  —  z  —  ^A  5,-:-^,  —  —  . 
e  pouvant  être  pris  aussi  petit  que  Ton  voudra,  poumu  que 
l'on  fasse  n  assez  grand  ;  or  5,  —  s\  -r  s^  — ...  peut  être  pri> 
aussi  petit  que  Ton  veut.  A  reste  toujours  inférieur  à  une 
quantité  A|  que  Ton  peut  assigner.  Z«  peut  donc  être  res- 
serré entre  des  limites  G  —  <i>  et  G  —  cj.  0  étant  aussi  peûi 
que  Ton  voudra;  donc  ^j.  a  une  limite.  c.  q.  r.  d. 

C'est  à  Cauchy  que  nous  devons  d'avoir  démontré  pour  L 
première  fois  Texistence  de  l'intégrale  des  fonctions  finies  t  *  . 

lY.  —  Thêoràne  sor  les  faaclioM  cmlânes. 

SoitJ{j:)  une  /onction  continue  entre  les  limites  x^  et 
\  >  X9  de  sa  variable,  il  est  toujours  possible  de  trouirer 
un  nombre  h  assez  petit  pour  que.  quelle  que  soit  la  va- 
leur de  X  comprise  entre  x^  et  S.  et  de  h  compris  entr*:  —  i 
et  —  ij  on  ait 

(i)  val.  ab5.[/^x  — QA   —/tA/Iz. 

£  étant  un  nombre  donné. 

En  effel,  f\  X) étant  continu,  on  peut  •!•'•  terminer  un  norniire 
positif  h  s  tel  que,  quel  que  soit  ^  compris  entre  o  et  i.  0:1  ait 
en  valeur  absolue 


(';  Dans  un  Mémoire  prt-5ctiî'r  en  i*»'»!  a  l<i  F«icullrr  de  FJiil«j««>f«hie  «le 
Oœllinçue.  Riemann  énonce  le  ih-'-rt-îne  suivant  :  Pjur  que  Vi  «>/>i//<e— ^ 
tende  vers  une  limite  ^pour  que  l'ialé^rale  existe  .  il  faut  et  il  su/jit 
que  la  somme  totale  dei  i/tlervillef  j'fur  /eyyf/^/f  le$  oscillations  %ont 
plus  grandes  que  7,  quel  que  soit  z,  puisse  être  rcn  lue  infiniment  petite 
par  un  choix  convenable  de  d,  d  désignant  une  quantité  supérieure  à 
X,  —  x  .  X  —  X..  . . . ,  \  —  x._,. 

L'oscillation  de  la  fonction  ealp?  de-  limites  x.  x  ,  e?t  la  diffcrenc<- 
entre  sa  plu?  erande  et  sa  plus  p'iile  valeur  entre  le*  limites  x   et  x,_,. 

(Voir  le  Bulletin  des  Sciences  mathématiques  et  astronomiques,  t.  \ . 
juillet  1873.  p.  34.  ou  les  œuvre-  do  Kiemânn  en  all?man  î. 

f-  —    Traité  dWnahse,  VA.  2 
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on  trouvera  de  même  un  nombre  h^  donnant  lieu  à  la  for- 
mule analogue 

/(  jTo  -1-  //i  -4-  //, e  )    -/(  xo-^  //,  )  2  e, 

el  ainsi  de  suile:  on  drterminera  ainsi  une  série  de  nombres 

positifs  //|,  /la,  /«a, le  dis  que  Tun  des  nombres  x©  -f-  A|, 

J*o  -T-  li\  -h  /'a,  ^0  +  /'i  -i-  ^*2  -+-  /'3i  •  .  •  finira  par  atteindre  ou 
surpasser  X.  Supposons  en  effet  que,  de  quelque  manière  que 
Ton  procède,  on  ne  puisse  pas  atteindre  X,  et  que  le  plus  grand 
des  nombres  inférieurs  à  X  que  Ton  ne  puisse  dépasser  soît/i; 
alors  il  n'existera  pas  de  nombre  //  tel  que 

val .  abs.  [/(«-+-  h)—  /\a  —  h  )  ]  f  £, 

el  /{>x-)  ne  sera  pas  continu  pour  x  =^  a  compris  entre  j:« 

el  X. 

Ainsi  donc,  il  existe  des  nombres  x©,  X  et  x^ ,  j:2»  •  •  •  >  fn-\ 

intermédiaires  entre  Xq  et  X  donnant  lieu  à  des  formules  telles 

que 

val.  abs.[/*(j^,-f-OAT/)  -/(J"/)]  <£, 

ce  qui  revient  à  dire  que,  x  étant  un  nombre  compris  entre 
,roelX,on  peut  prendre  h  assez  petit  pour  que,  quel  que 
soit  J",  l'égalité  (i)  ait  lieu. 

On  peut  donner  à  ce  théorème  une  autre  forme  qui  va 
ncnis  être  utile  et  dire  que  l^on  peut  partager  V intervalle 
compris  entre  x^  et  \en  un  assez  grand  nombre  d^autres 
assez  petits  pour  que,  dans  e/iacun  d^eux,  la  différence 
entre  la  plus  grande  et  la  plus  petite  valeur  de  /(x)  soit 
moindre  qu^une  quantité  donnée  s. 

V.  —  Nouveau  cas  où  l'intégrale  existe. 

Nous  avons  établi  rexistcnce  do  l'intégrale  définie  pour 
la  plupart  des  cas  (jui  se  présentent,  car  les  fonctions  que 
nous  rencontrerons  dans  cet  Ouvrage  sont  croissantes  ou  dé- 
croissantes; toutefois  nous  allons  établir  que  : 

Si  la  Jonction  /{.r)  est  continue  (sans  être  nécessaire- 


I 
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fficnt  constante,  croissante,  ou  décroissante)  entre  les 
limites  Xq  et  X  de  sa  variable,  l'intégrale  de  f{x)  prise 
entre  les  limites  de  Xq  et  H.  existe. 

Désignons  par  a*!,  ar^,  .  •  . ,  x„_i  des  quantités  croissantes 
comprises  entre  Xq  et  X,  par  -5|,  ^2?  •  •  •  >  ^m-t  d'autres  quan- 
tités croissantes  comprises  également  entre  Xq  et  X,  enfin 
L)(ir  V|  )  y'2j  *  *  *  ?  y'p—i  Jes  quantités  x  \  ^  X2  >  ***?  '^i?  '^'2}  ••• 
rangées  par  ordre  de  grandeur,  yt  désignant  la  plus  petite. 
Soient,  en  général,  M/  la  plus  grande  valeur  de/(j:*)  quand  .r 
varie  de  Xî  à  :r/+i,  et  [x/ la  plus  petite  valeur  de  cette  fonction 
quand  x  varie  de  Zi  à  Zi^^;  soient  enfin  N/  la  plus  grande 
valeur  que  prend /(ir)  quand  avarie  de  j'î  à  )7^i  et  v/  la  plus 
|)elite  valeur  qu'il  prend  dans  le  même  intervalle^  posons  (') 

A^  —  Mo  Axo  -  Mi  Aa^i  -  ...  -    M^-i  Ax^-i, 

B/7J  •     ;ao  A;;o  -  |J-i  Aci        .  .  .       \^m-i  A^/w-i, 

Cp  --  No  A;'o  -  Ni  Ari  -...--  Np_,  Aj-p_,, 

Dp  ^  vo  ^}'o  -  '1  Aji    --...--Vp_iAj',,_,, 

nous  aurons  évidemment 

A  //^  •  Cy,,         B,„  <C  Dp, 

rar  la  somme  A,,  ne  peut  au^^menter,  quand  on  subdivise 
L's  iiilervalles  (To,  Xi\  ^/:<,  r.. D'ailleurs  on  a  évidem- 
ment 

donc  A,i  ^>  B,„  :  ainsi  on  peut  assigner  à  \,i  une  limite  infé- 
rieure A,  à  B„i  une  limite  supérieure  B  quand  on  fera  croître 
indéfiniment  m  et  n  et  décroître  indéfiniment  les  A. 

Si  Ton  prend  m  -     /?,  Zi-     .r/,  X,^  -  -  B,„  ou  A,,/     -  B„i  sera 


égal  à 


Mu  —  ;x;,  )  A.ro       ...       :  Mm-i  —  jx,,,    \)  A.r,„  ., . 


(  )  Ouand  nou>  parlons  de  la  plus  grande  ou  de  la  plus  pelilc  valeur 
t]i'/(.r),  il  imporie  peu  pour  la  d«'monstralion  que  celle  |)lus  grande  ou 
«rite  plus  pelile  valeur  soil  rrollenionl  atleinle  par  la  f(;nclion,  bien  que 
II. MIS  ayons  nrionlré  ailleurs  (|ue  celle  valeur  esl  réellement  allcinlc. 
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c'est-à-dirc  moindre  que 

zl.lx         ou  £(X  —  J?o). 

e  désignant  la  plus  grande  des  différences  M/  —  jJ^/qui  peut  iHre 
prise,  comme  on  Ta  vu  au  paragraphe  précédent,  aussi  petite 
que  Ton  veut,  si /(a:)  est  continue;  il  en  résulte  que  la  diffé- 
rence A;,,  —  B,,,  pourra  être  prise  aussi  petite  que  Ton  voudra  ; 

mais 

A,„>A,        n>B,„: 

donc 

A„, -4-n>  A-^B,„ 

ou 

A/„  --  B/„  l^  A  —  15  ; 

donc  A  —  B  peut  être  supposé  aussi  petit  que  Ton  veul  et, 
comme  A  et  B  sont  fixes,  on  a  A=  B,  et  A,„  et  B„t  ont  même 
limite;  or 

i  =  m-  1 

la  quantité  écrite  entre  A^^  et  B,,,  a  pour  limite  Tinlégrale 
/    /(x)çlx  par  définition.  A;„  et  B,„  ayant  même  limite,  Tin- 
tcgrale  en  question  existera  et  sera  cette  limite. 

C.    Q.    F.    I). 

VI.  —  Propriétés  fondamentales  des  intégrales  définies. 

Première  piiopiiiÉTÉ.  ---  Soient  Oi,  a^-  •  •  •  ^  a, f  des  nombres 
croissants  compris  entre  Xoet\f  on  a 

(0     /    f{x)dx=   /     /{x)dx-r-   /     /(x)dx-\-...-^-   /    f{x)dx. 

En  effet,  en  subdivisant  Tintervallc  compris  entre  Xo  et  X  au 
moven  des  valeurs  suivantes  données  à  x 

•*■  1  >       ^1  >        •  •  •  •       X p —  I*       '*lj      •*'i»  î?        "^ '1~  1  *       ^2 '        .  •  ■  . 
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il  vient 

/    /(;r)cer  =  lim[/(a:o)A^o-+-/(a:i)Aj?iH-...-+-/(a:p_i)AXp_, 

--/(«l)-^«I-+-/(^'l)-2^1 -^-  ••-+-/( ^7-l)^7-< 

--/(a,)Aa,-+-/(x;)Jur';  -. .  .-h/(:r;.i)Aar;_, 
-^ 1- 

Or  la  quantité  écrite  sur  la  première  ligne  du  second  membre 

f    f{x)dx^  ....  La  formule  (  i  )  se  trouve  donc 
démontrée. 


Deuxième  propriété.  —  Soit 

F(a:)  =  a^{x)±i  b  y^{x)±  c ^{x)±. . . . , 

a,  h^  c^  ...  désignant  des  constantes  en  nombre  Jini;  on 
aura 

f     ¥{x)dx=  a  I    (^{x)dxzhb  1    y{x)dx±-. 

En  eflet,  on  a 

X  X  \ 

V  F(x)Aa:  =  a  V  cp(j')Aa7  =fc  6  V  X{:r)  A:r  =h. .  .; 

X(  X(n  Xq 

l'n  faisant  tendre  les  \x  vers  zéro  et  en  passant  aux  limites, 
on  a  la  formule  précédente  (bien  entendu,  on  suppose  que 
tontes  les  intégrales  considérées  existent  et  sont  en  nombre 
limité). 

Troisième  propriété.  —  Si  Von  désigne  par  G  une  quan- 
tité comprise  entre  la  plus  grande  et  la  plus  petite  valeur 
que  puisse  prendre  f{x)  quand x  varie  de  Xq  àX,  on  aura 

(i)  f  /(x)dx^.(\  —  Xo)G. 

En  efl'et,  la  somme 

f{Xo-^%^X^i)^Xo^/{Xl-^  0,AXi)A57i-r-..  . 

-r-/{Xn-i  -+-  0,t_i  \Xn-i)^Xn-u 
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qui  a  f^our  limite  f    f\X)Jx^  esl  é\ideinmenl  toujours  coin- 

prise  entre  les  deux  suivantes,  où  m  el  M  dêsicnenl  la  plus 
grande  el  la  plus  pelile  valeur  que  puisse  prendre  la  fonction 
fyx )  quand  x  varie  de  x„  à  X. 

mi  Axt -!- Ax,  -  . . .— Aj^b_:     =m'\ — x,    . 
M  t  Axc  —  Jur,  -  ...  -  Jur,_ .    -=  M  ■  X  —  j-(.   : 

il  en  sera  par  suite  de  même  de  la  liniile  f    /ix)dx:  donc, 

*  ». 
G  dcsi;4:nanl  une  quantité  comprise  entre  m  et  M,  on  aura 

j    /{  jr  icLr  ~  GyX  —  Xi.  . 

Si  la  fonction  /  x  •  e-l  continue  entre  .r^  et  X,  elle  passera, 
comme  l'on  ^ai^-  p?irla  \aleurG  pour  une  \aleur  de  sa  variable 
comprise  entre  x„  et  X.  Une  telle  valeur  peut  être  représen- 

lée  par  x^,  -  0  \  -  x„^  h  désignant  un  nombre  compris  entre 
o  el  I  ;  on  a  alor<>  dans  ce  cas,  au  lieu  do    i  . 

('!}  I    /(x^dx^fX-^Xoirx^-^^X  —  x,.). 

G  sera  le  plus  souvent  une  valeur  de/(j*>  correspondant  à 
une  valeur  jc^  -h(\.  —  Xo  )  de  x,  comprise  entre  x^  et  X. 
TouUrfois  il  n'en  sera  certainement  ainsi  que  si  Ton  sait  que 
/(x)  rebte  continu  entre  x^  et  X.  Ainsi,  dans  le  cas  où  f(x\ 
ne  sera  pas  continu,  la  formule  (2»  devra  être  remplacée 
par  (\). 

QuATRiiiMK  pKOPRiÉTf:.  —  La  dérivée  de  l'intégrale 

X 


f  n^) 


dx 


prise  par  rapport  à  X  sera /{X)  y  si /{x)  est  continu  pour 

X  =  X. 

En  effet,  appelons  j-  Tintégrale  en  question,  h  un  accrois- 
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sèment  donné  à  X  et  k  raccroissemcnt  correspondant  de  i', 
on  aura 


k=  f        f(x)dx—  I    f{x)dx\ 


or,  d'après  notre  premier  principe, 

/X-4-A  ^  X  ^  \-k-h 

f{T)dx^    /     f{x)dx-^    /  f{x)dX', 

donc 

Jx,X-»-A 
f        f{x)dx 
X 

ou,  d'après  le  principe  précédent,  si  f{x)  est  continu  dans  le 
voisinage  de  la  valeur  X  de  x, 

A-  =  A/(X-h6A); 

on  déduit  de  là,  en  divisant  les  deux  membres  par  raccrois- 
semcnt A, 

|=/(X-hO/o, 
^l,  en  faisant  tendre  h  vers  zéro,  on  tire 

C.    Q.    F.    n. 

Celte  démonstration  suppose  h  positif,  mais  on  voit  facile- 
mcntcomment  il  faudrait  présenter  les  choses  si /i  était  négatif. 

Corollaire.  —   Toute  fonction  continue  est  la  dérivée 
fi' une  autre  fonction. 

Je  dis  qu'il  existe  une  fonction  ayant  pour  dérivée /(»r); 
en  cflTet,  considérons  l'intégrale 


y    /{z)dz=  u, 


que  l'on  écrit  souvent  ainsi 


rf{x)dr. 
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On  vient  de  voir  que  -,-  =z/(x);  la  limite  inférieure  Xq  est 

arbitraire,  îl  n  y  a  là  rien  qui  puisse  nous  surprendre,  car 
on  sait  qu'il  existe  une  inQnité  de  fonctions  ayant  même 
dérivée. 

Ci^QuiKME  PROPRIÉTÉ.  —  Ou  a  Cfi  général,  sif\x)  est  Ict 
dérivée  de/{x)^ 

(I)  f'/\'r)dx=/{X)-/(Xo). 

En  effet,  les  deux  membres  de  cette  formule  ont  même 
dérivée  relativement  à  X,  d'après  notre  quatrième  propriété  : 
donc  ils  ne  peuvent  différer  que  par  un  terme  indépendant 
;lt'  X.  Pour  trouver  ce  terme,  faisons  X  =  ^o,  l'intégrale  sera 

nulle,   car/    /{x)dx=^  (j{X  —  .ro)   (quatrième    propriété) 

et  s'annule  pour  X  =  j:*,,  ;  mais,  pour  X  =  .ro,  le  second  mem- 
bre est  nul  aussi;  donc  le  terme  indépendant  de  X  dont 
devaient  différer  les  deux  membres  de  la  formule  (i)  est  nul, 
et  cette  formule  a  lieu.  c.   q.   f.   d. 

Toutefois  cette  formule  (i)  cesserait  d'être  exacte  si  la  fonc- 
tion /{x)  était  discontinue  entre  Xq  et  X;  en  effet,  deux 
fonctions  qui  ont  la  même  dérivée  ne  sont  égales,  à  une  con- 
stante près,  qu'autant  qu'elles  sont  continues.  Une  fonction 
discontinue  peut  très  bien  avoir  sa  dérivée  nulle,  et  par  suite 
deux  fonctions  ayant  une  dérivée  nulle  peuvent  très  bien 
différer  entre  elles  par  une  fonction  discontinue. 

VII.  —  Généralisation  de  la  notion  d'intégrale  définie. 

Nous  r.  présenterons  encore  par  la  notation  /  f{x)dx  la 
limite  de  l'expression 

{/(.roH    0oAa-o)ATo-}-/(^i-+-6|Ax,)Aj-i  — ... 
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quand  les  quantités  Xq^  X|,  Xo,  . . . ,  X,  au  lieu  d'être  crois- 
santes, seront  décroissantes;  ainsi,  dans  une  intégrale  définie, 
on  pourra  supposer  la  limite  inférieure  plus  grande  que  la 
limite  supérieure.  L'expression  (i)  peut  encore  s'écrire 

u)  { 

)m),  )»!,  ...  désignant  des  quantités  comprises  entre  o  et  i  ; 
si  l'on  écrit  les  termes  de  cette  somme  dans  un  ordre  inverse 
et  si  l'on  observe  que  Ax/=a:/+i  —  X/,  si  l'on  pose  enfin 
*i  ^-  2/1— I  )  -^2  ~~~  "^/i— 2»  •  •  •  >  *^n—\  ~~"  "^1 7  ^^  aura 

il  viendra,  au  lieu  de  (2), 
>-[/(Xh-X„_iAX)aX 

-^/"(-Si-H  A;,_jA^i)A^j-H. . .  -^ /( -3/1-1 -f-  ^o<^/i-i)'^'3«_i  J, 

».  .  .  r^'^ 

c est-à-dire  par  définition —  /     f{x)dx. 

On  a  donc  la  relation  suivante,  qui  joue  un  rôle  important 
J'ins  la  théorie  des  intégrales  définies. 


f f{x)dx  =  -  f"/(x)dx. 


Celte  formule  est  d'accord  avec  la  formule 

f'f(x)dx^f{\)-f{x,) 

=-[/(^o)-/(X)i--y*  >'(x)^. 


Enfin,  pour  achever  de  définir  le  symbole  /   f{x)(lx,  nous 

diifinirons  /    f{x)dx^  j    /(x)dx,   1      f{x)dx  comme  les 

limites    vers    lesquelles    converge    l'intégrale  /    f{x)dx    : 
1"  quand  X  croît  indéfiniment;  2"  quand  Xq  décroît  indéfini- 
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rneni:    >'  qu^nd  x^  cl  \  lenJenl  re^peclivement  vers  —  x 
et  —  X  .  Par  exompl»;,   /     --  dx  esl  éjjal  ù  —  ^^  —    —  nou 

à   I  —  ;^  ;  donc    j     -  -  sera  la  liniile  de  i  —  ^  pour  X  =  x 
ou  I  . 

?III.  —  Des  intégrales  indéfinies. 

Nous  avons  appelé  intégrale  indéfinie  ou  siniplemeul  inW' 
grale  de  f{x)  une  fonction  dont  la  dérivée  esl  /m*  ».  Celt*^ 

fonction  cxislf;  en  effet,  /   /(  3  )</- a  pour  dérivée,  par  rappor* 

à  jr,  /(  jr;  ;  j'ajoute  que,  Xq  étant  arbitraire,  il  y  aura  une  înlî^ 
nilé  de  fonctions  a\ant  pour  dérivée /(a:).  Toutes  ces  fonc-' 
rion*.,  d'ailleurs,  ayant  la  même  dérivée  /(-'*)  ne  peuvent  dif- 
férer que  par  une  constante.  Ainsi 

Ç  J\z)dz        ei  ff{z)dz 

ont  pour  différence  /    /(z)dz,  qui  est  bien  une  constante, 

c'est-à-dire  une  quantité  indépendante  de  x, 

CJne  intégrale  indéfinie  n'est  donc  autre  chose  qu'une  inté- 
grale définie  dont  la  limite  inférieure  est  indélerminée.  L^inté- 
;;rale  indéfinie  (lc/(.r)  se  représente  ainsi 

I  f{x)dxy 
notation  équivalente  à  /   /(z)dz,  Zq  étant  indéterminé. 


EXEMPLF.  : 


/"'"  \/'(f)^"=Xf  (?)''-'  =  T  -^'=»"^'- 
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En  général,  on  a 

j  f'(x)dj::  T^f{x)-^  const. 

Mais  nous  nous  dispenserons  d'écrire  la  constante,  elle  sera 
toujours  sous-entendue  et  supposée  comprise  dans  le  signe  /  ; 

ainsi  nous  poserons 

'  f  {x)dx --=  f{x  u 


S' 


et  celte  égalité  aura  lieu  à  une  constante  près.  Comme  on  \c. 
voil,  la  notation  l  J\x)dx  peut  servir  à  représenter  la  fonc- 

lion  dont  la  dérivée  est/(x);  nous  l'adopterons  pour  cet 
usage,  mais  nous  emploierons  aussi  dans  quelques  circon- 
stances les  notations  -^-  ou  D~*/(j:)  ou  même /"M  .2). 
Quand  on  a 

('<  f{x)  ^  au -\- bv -\- cw -^  . . .. 

oJ),c,  . . .  désignant  des  constantes  et  u,  v,  iv,  .  .  .  des  fonc- 
lions  de  x,  on  en  conclut 

y-»                       .-»                  .-»                 /■* 
/{x)dx  =  a  I  udx  -^  b  I  vdx  -^  c  j  wdx  - 

En  eflet,  en  difTércntiant  l'équation  (2),  on  retombe  sur  (T); 
c/onc  les  deux  membres  de  (2)  sont  égaux  à  une  constante 
)rès.  Cette  proposition  résulte  d'ailleurs  de  ce  qu'une  inté- 
rdle  indéfinie  est  une  intégrale  définie  dont  la  limite  infé- 
ieure  est  indéterminée. 
Il  est  souvent  utile  d'observer  que 

/  u' ^\u)dx  —  ^{u ). 

insi  /  —  dx  -—  logw;  donc,  par  exemple, 

/xd.r         I    /"•  ixdx        11, 
X*-i-l  ?.J     l-^X^  ^        ^^ 

rès  souvent  les  fonctions  que  l'on  a  besoin  d'intégrer  sont 
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des  sommes  de  fonctions  dont  l*inlégrale  nous  est  connue,  ou 
des  fonctions  dont  Tinlégrale  est  connue  a  priori  d'après 
Texpérience  que  Ton  a  du  calcul  des  dérivées  ;  ainsi  Ton  recon- 
naît que 


m  -+-  I 


Pintëgration  est  alors  dite  immédiate.  Mais  très  souvent  aussi 
Ton  a  besoin  de  recourir  à  des  procédés  spéciaux  pour  décou- 
vrir l'intégrale  de  cette  fonction  donnée.  Ce  sont  ces  procédés 
que  nous  allons  tout  d'abord  exposer,  en  avertissant  qu^ils  ne 
conduisent  pas  toujours  au  résultat  cherché. 


IX.  —  Intégration  par  parties. 


La  méthode  d'intégration  par  parties  repose  sur  Tapplica- 
tion  simple  ou  répétée  de  la  formule 


(I) 


/  udv  =  uv  —  j  V  du. 


On  la  démontre  en  observant  que 


duv  =  udv  -\-  V  du 


ou,  en  intégrant, 


uv 


=  I  u  dv  -i-  I  V  du; 


en  résolvant  par  rapport  à  j  u  c/v,  on  a  la  formule  (i)  qu'il  fal- 
lait  établir. 

En  appliquant  cette  formule  à  l'intégrale  /  loga:  cte,  par 
exemple,  et  en  faisant  logx  =  u^  clx  =  rfr,  on  a 

/  loga?  dx  —  X  logx  —  I  dx  =  X  loga:  —  x. 
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X.  —  Diflérentiation  sous 


le  signe  / . 


Un  autre  procédé  d'intégration  très  fécond  consiste  à  dif- 
férenlier  une  intégrale  connue  par  rapport  à  un  paramètre 
variable  que  Ton  y  introduit  pour  les  besoins  de  la  cause. 
Nous  démontrerons  d'abord  la  règle  et  nous  la  ferons  suivre 
d'applications. 

Soit 

(i)  u=  I    f{x,  ^)dx 

une  intégrale  définie  :  nous  supposerons  que,  pour  des  valeurs 
variables  de  aL^f{x^  a)  reste  fini  et  continu,  quand  x  varie  de 
XoàX;  nous  supposerons  aussi  que  la  dérivée  de/(a:)  rela- 
tive à  a,  y,  reste  finie  et  continue  par  rapport  à  x.  En  chan- 
geant alors  a  en  a  -i-  A,  on  a 


..X 


et,  par  suite, 

lu  r^   f(X,    OL-^  h)  —  f(x,    OL)      . 

T=.l    ' Â— ''^■' 

cesl-à-dire,  en  appelant  £  un  infiniment  petit, 

77  ^  /     f«^*^^'  y.)-\-t'\dx. 

Mais  /  £  dx  est  égal  à  une  valeur  E  de  £  comprise  entre  son 
maximum  et  son  minimum  multipliée  par  X  —  Xq\  donc 
idx  tend  vers  zéro  avec  /i,  donc  enfin 


/ 


lu        f)u 


^'™7?  =  '7^  =   /     A{^y  ^)^^-^î 


•^••0 


ce  qui  montre  que,  pour  différenlier  une  intégrale  définie 
par  rapport  à  un  paramètre  variable  qu^elle  contient,  il 
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suffit  de  différentiev  par  rapport  à  ce  paramètre  la  qu 
ti té  placée  sous  le  signe  j  . 

Mais  celle  conclusion  esl  soumise  à  celle  restriclion, 
f{x,  ol)  doil  avoir  une  dérivée  finie /^(•^î  *)  P^^  rapport 
el  a.  Il  faul  aussi  supposer  les  limites  Xq  el  X  indépenda 
de  a.  Nous  verrons  plus  lard  comment  on  devrait  faire  s 
el  X  étaient  fonctions  de  a. 

S'il  s'agit  d'une  intégrale  indéfinie,  telle  que 

//(r,   'X)dT, 

on  la  supposera  mise  sous  la  forme 

/     f{z,7.)dz     ou      j    /(jryaL)dx; 

et,  s'il  esl  possible  de  supposer  Xq  assez  rapproché  de  x  \ 

0% 


(pic,  entre  les  limites  jTo  et  x,  /[x^  ol)  ait  une  dérivée  ^ 


et  continue  par  rapport  à  jt  el  a,  on  aura 

— J- "  //a(^,  '^)dx. 

I3e  même,  de  Téquation 
(\)  u  -     j     /(x,  oi)dx 

on  peut  conclure 

(  0  I    ud%--    /     dA    f    /(x,  a)^/a    . 

En  efieU  en  différentiant  par  rapport  à  A,  on  trouve 

u(  \)  —    I    /(>,  A)dx 
et,  en  particulier,  comme  cette  formule  a  lieu,  quel  que  so 


•  .r„ 
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3l 


ontnieme 


h- 


Nous  voyons  que  /     wrfael  /     ^-^l    1    /(^)2c)rfa| 

dérivée,  en  vertu  de  (i);  donc  leur  différence  est  constante. 
Or, pour  A  =  «0»  elle  est  nulle,  donc  elle  est  toujours  nulle; 
la  formide  (2)  est  par  suite  exacte;  on  peut  Técrire 

^«   /    f{x,  oi)dx  =   I     dx  I    f{x,  7.)d%, 

mais  toujours  avec  les  mêmes  restrictions  relatives  à  la  con- 
tinuité. Une  intégrale  indéfinie  se  ramenant  toujours  à  une 
intégrale  définie,  on  pourra,  comme  l'on  voit,  intégrer  une 
intégrale  indéfinie  par  rapport  à  un  paramètre  variable  en 

intégrant  la  quantité  placée  sous  le  signe  /  . 

Exemple.  —  On  sait  que  Ton  a 

dx 


II 


/? 


=  log(a:  — a); 


en  différentiant  par  rapport  à  a,  il  vient 


J  {x  —  %r'        x  —  oi' 

ce  qui  est  exact.  En  intégrant  au  contraire  depuis  7.  =z  a^ 
j'Jsqu'àa— a,  on  trouve 

-  I  dx[\og(x —  a)  —  \o^(x  ^  ao)\=   f     ^<>S('^ — 'x)d'x. 


XI.  —  Intégration  par  substitution. 

Voici  peut-être  la  plus  importante  des  méthodes  d'iiUé- 
jrralion;  elle  consiste  dans  un  changement  de  variable.  Con- 
sidérons l'intégrale 

Il  -   I f(x)(!x\ 
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on   pciil  substituer  à  cette  formule  celle  ci-après,  qui  esi 

équivalente, 

du 

et,  en  remplaçant  x  par  une  fonction  ç(^)  de  /, 


ou 


on  en  conclut 


du        ^,    ,    ,,   . 

^=/(?)9(o; 


u=Jf{f!i)o\t)dt, 


et  Ton  a  ainsi  a  en  fonction  de  /,  ce  qui  sera  souvent  plui 
commode  que  de  Favoir  en  fonction  de  x.  En  définitive,  \{ 
calcul  qu'on  vient  de  faire  consiste  à  remplacer  x  par  ç  et  dâ 
par  o'{t)dt. 

Exemple.    —  En  général,  pour  calculer  j  f{x  ±7.)dx 
on  pourra,  sans  écrire  de  limites,  poser 

x±%=.t         ou         T=/z;^a,         dx  =  dt^ 

et  Ton  aura 

J^/{x±ai)dx=J/0)dt. 

Dans  les  applications,  il  n'est  pas  nécessaire  d'écrire  le: 
limites  Xq  et  jr,  s'il  s'agit  d'intégrales  indéfinies,  puisque  /, 
est  indéterminé  comme  Xq.  Quand  il  s'agira  d'intégrale: 
définies,  il  faudra,  au  contraire,  calculer  avec  soin  la  valeur  l^ 
de  t  qui  correspond  a  x  =  Xo\  mais  nous  reviendrons  ailleur: 
sur  cette  observation,  qui  est  d'une  grande  importance. 

XII.  —  Intégration  des  fonctions  rationnelles. 

L'intégrale  de  x"\  tant  que  m  est  différent  de  — i,  es 
égale  à  ^-__-  •  L'intégrale  de  x~*  est  logjr;  on  ne  pourrai 
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>as  la  déduire  de »  comme  on  voit,  en  faisant  x  =  —  i , 

lu  moins  directement.  Mais,  comme  l'intégrale  de  x"^  est 
lussi ,  c  desifirnant  une  constante  arbitraire,  on  a 


:rii  pouvoir  faire  tendre  m  vers  —  i  dans  cette  expression 
^ui  lend  elle-même,  pour  m=  —  i ,  vers  logx. 

Quoi  qu'il  en  soit,  l'intégrale  d'un  polynôme,  tel  que 

où  ao,  ai,  a2,  •  •  •  sont  des  coefGcients  constants,  sera 
ao  I  dx  -i-  ai  1  xdx -i- . .  .-r-  a  m  1  x^  dx 


ou 


a^x  -+-  ai h  a*  -^  -i- . . .  -+-  am 


à  une  constante  près  que  nous  nous  dispensons  d'écrire, 
comme  nous  l'avons  déjà  dit. 

Pour  trouver  l'intégrale  d'une  fonction  rationnelle,  on  la 
décompose  en  un  polynôme  entier  E(x)  et  en  une  suite  de 

fractions  simples  de  la  forme  '- — —  ou  ,— ^ 

^  {jc  —  a)'"  {x^ -h p X -h  q y^ 

ainsi  qu'on  apprend  à  le  faire  dans  les  Eléments  d^ Algèbre, 
Le  polynôme  E(x)  est  facile  à  intégrer,  comme  on  l'a  vu. 
On  a  ensuite 

/'Af'iL  =  A/'-^^.-=AIog(x-a), 
J  X  —  a  J  X  —  a  °  ' 

r     \dr            ^    r.   ^                         Ar^r  — ^^^-'« 
/ =  A  /  dxix  —  a)~"^  = 


>u 


çju'j:_^_^ ' 

J  (x  —  ay  {m  —  i){x  —  ay'^-^ 

Occupons-nous  maintenant  de  l'intégrale 


/ 


dXf 


L.  —  Trente  d'Analyse,  III.  3 
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(Jaiis  laquelle  nous  supposerons  que  x-  -^px  -r-  q  z=:o  as 
racines  imaginaires.  On  peut  fécrire,  en  meltant  en  éviden 
la  dérivée  de  x*  — px  —  çr, 


I    riWx ^\[p-^iS —  Wp 


if- 


x^  -T-px-r-  q 
ou 


dx 


ij   x^-^px-rq  J   X*  -r-px  -^q 

la  première  intégrale  est  de  la  forme 
u  désignant  x*^  -^  px  -t  q  ou 

sa  valeur  est  *—  log;/  :  on  a  donc 


(i; 


/M  r  H-  N 
•  -     —\}\\oç.ix''--^pX'^q) 

*       V  ^^-^  p3^  —  q 


Or 


r  d.r  r  dr 

J   x^      px-^q  "Il  P  \'       /        P^  \ 


"■'-.{-^-l) 


v\\  posant  alors 


x  +  £ 


p*  /  />* 


CALCUL    DES    INTÉGRALES.  35 

il  vient 


dx  r i_      dt 


r '^ =  / 


Mais  on  sait  que  la  dérivée  de  arc  tang  t  est ;    /  - 

donc  égal  à  arc  tang/,  par  suite 

dx  I 


f^ 


^px  -r-q 


et,  en  remplaçant  t  par  sa  valeur  (2), 


arc  tang/; 


r  _    dx 

J   x^-r-px-T-q 


dx  2  7.x  -\-  p 


-_  arc  tang 


la  formule  (1)  donne  alors 


/ 


_       _ ûLr  =  —  log(T- -r-/?r -T- 7  ) 

x*-^px-hq  2      °  ^  ' 

îN  —  Mp  IX  -h  p 

-+-  --  —  -^  arc  tanc:  -t= 


/4y  — /?*  /47  — /^* 


En  différen liant  cette  formule  n  —  1  fois  de  suite  par  rapport 

,  .  ..  c— n^-^ 

a  ^  et  en  multipliant  par »  on  trouve 

^  *  *  I.'2...(/ï  —  1; 

^/    {X'  —px  ^  q  )"* 

(    -  1)^-^ I  _  M       \.')....(n  —  '»  ) 

~~   i  .2.6.  .  .{/i — 1)1         '2    {x^  —  px   ~  q)'^-  '^ 

c/'»-  1     /9.  \   —  Mp  J.X ->n  p     \ 

-^7  — .  1  -/—     -  —  arc  lanir     -  -    [sr-.\    • 

On  sait  ainsi  intégrer  toutes  les  parties  dans  lesquelles 
peut  se  décomposer  une  fraction  rationnelle;  on  pourra  donc 
intégrer  la  fraction  elle-même. 

Première  application  : 

/dx  r\  I    dx  dx   \ 

I  —  X*       J    'a\i  —  X     '     l  -^  u  / 

=  ;iog(i-T-.r)  — {logd-^i  ^  logl,    |-— ^. 
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Deuxième  application  : 

xdx        ,  ,  I 


/;ÎS  -  i  ■»« 


I  — x« 

Troisième  application,  —  Calculer 

r       dx 

J  {x^-ha*)*^' 

INous  partirons  de 

ffx 


X 

=  -  arc  lanff-; 
a 


posant  a  =  \'a,  nous  aurons 


r    dx  -1       ^         -4 

/ r=  X  >  arc  tans;  X  ^x 


et,  en  difTérentîant  m  —  i  fois  par  rappport  à  a, 

/  — — = ;^ -, -\7.  'arctangs   *x)\ 

après  quoi  on  remplacera  a  par  a^. 

Quatrième  application,  —  Trouver 

r^  dx 

J    (T~  J7*  /"  " 

On  a 


(!) 


m  A/.r_i  H;,! 


(1  — -F*/"        1  —  X       (I  —  «r)*  i-T-j? 


Am,  Am_i,  •  •  .  sont  les  coefficients  du  quotient  de  la  divis; 
de  I  par  [i  —  (i  —  ^)*'*]'"  ou  {^.z  —  z^)^. 

Le  second  membre  de  (i)  ne  devant  pas  changer  quand 
y  remplace  x  par  —  x,  il  faudra  que  A  =  B;  par  suite, 
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donc 

r        dT  n_ar  /       f  I      \ 

I   TT-  =  A/M  log A/«_i  ( )  -î- . .  . . 


XIII.  —  Nonvelle  méthode  pour  intégrer  les  fonctions  rationnelles. 

La  nouvelle  méthode  d'intégration  est  relative  aux  frac- 

tiens  de  la  forme  -—z —  •  La  méthode  précédente 

donnait  l'expression  algébrique  àc  l'intégrale,  mais  il  restait 

encore  à   effectuer  un  certain  nombre  de   différentiations. 

Voici  une  méthode  qui  donne  l'intégrale  développée.  (Elle 

s'applique  d'ailleurs  au  cas  où  x^  +  px  4-  q  aurait  ses  racines 

réelles.) 

On  commence  par  remplacer  x'^  -h  px  -h  q  par  une  somme 
de  carrés  {x  +  a)^  +  ^2.  quant  à  Mx  +  N,  il  se  met,  à  un 
I       facteur  constant  près,  sous  la  forme  2(0:  +  a)  + A,  A  dési- 
gnant une  constante,  et  l'on  est  ramené  aux  deux  intégrales 

/2(rr-4-a)  r  dx  ■ 

Si  l'on  pose 

(a: -f- a)*-f- 3*  =  a,         i{x -\- ^)dx  =  du, 

-  —  ets'iiilùgre  immédiatement. 
On  n'a  donc  plus  à  s'inquiéter  que  de  la  seconde 


/û 


dx  I  /'*  dx 


î  _i_  r-ti  1//1       32 m 


X-ha/H-fJ-iJ 


i^-ï-r 


on  pose  alors 


—  =t,        dx=  'idt, 


et  l'on  a 

r  dx  _      I       r      df 


Hf^  rBAPiTii  II. 

•       ^/ 
()n    f'.H  ainsi    ramené    à    calculer     /  z^iz',    on    >    arriv 

commfï  il  sait  :  on  pose 

'    '"        .'•!—/», "    "'.'      «  I  —  f  »  /*  /     II— -/->'* 

ou 

OU 

i  r  'kt.fit 

2^/    Il  —  /*  i'" 

()n  applique  alors  la  règle  d'inlégralion  par  parties 


du. 


m  prend  ,         -  _=  </r  el  /  =:i  //  :  on  a  alors 

■  (  f  H-  /*  )'" 


t?  = 


el,  par  suite  (p.  28), 


A/M  —  '^m— 1 


I /  ri  (jf  


ou,  en  observant  que  Tinlcgrale  est  égale  à  —  -^-  > 


A///  —  .V,/i_i 


2  /?i  —  1 
im  —  3  I 


•2m  —  2        lin  —  2  (,1  -h  r*/"-! 
Kn  faisant  dans  cette  formule  m  =  9.,  3,  .  . . ,  en  observant  qii 

r    dt 

.  /    1  -1-  /«  ^ 

ou  trouve 

Aj-  A,  -  4-  -  - — -  -• 
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on 

en 

tire 
A, 

arc  tangf, 

A, 

\  arc  tang/ 

1 

/ 

7«' 

1  -f- 

A, 

1.3 

— 7  arc  tan 

a. 4 

g^  + 

1.3 
2.4 

l-H 

•    •    •    • 

•    9 

-h 

•    ■ 

I            t 

4  (l-^/*)*' 

{  Voir  les  exercices  1  et  4  à  la  lin  du  Chapitre). 

XIV.  —  Sur  les  intégrales  des  fonctions  imaginaires. 

11  y  a  souvent  avantage  à  considérer  une  fonction  réelle 
comme  la  somme  ou  la  difTérence  de  deux  fonctions  imaj;;!- 
naires,  et  à  faire  porter  l'intégration  sur  ces  fonctions  imagi- 
naires. Etant  donnée  une  fonction  X-j- Yy/' —  i,  imaginaire 
de  x,  dans  laquelle  X  et  Y  sont  des  fonctions  réelles  de  x,  il 
est  clair  qu'elle  a  une  intégrale  et  que  cette  intégrale  est 


Ç\dx-\'l   /y^J/-i. 


En  effet,  la  dérivée  de  cette  quantité  est  bien  X  -r  Y  \J —  i  ; 
en  second  lieu,  comme 


^•"-                                    ^                             •^•^o  ^ 

il  est  évident  que  l'on  aura 

r   (X-^Y/^  dx=zl\ml  ^X^x-^-^'-    r^YAx  y 

Si  Ton  voulait  obtenir  l'inlcffrale  de  — —    --   sous   forme 

^  (x^-^iy^ 

al^^ébrique,  on  pourrait  écrire 

1                   A      /         I  I 


B  _  r         1    ! 


4o  CHAPITRE    II. 

et  déterminer  Â,  B,   ...  ;  Tintégration  donnerait  alors  le  ^ 
résultat  sous  forme  imaginaire.  Mais  cette  façon  d'intégrer 
les  fractions  rationnelles  est  peu  usitée. 

XV.  —  Intégration  des  fonctions  rationnelles  de  x  et  d*an  radical 

Après  avoir  intégré  les  fractions  rationnelles,   on    a  dû 
chercher  à  intégrer  les  fonctions  irrationnelles.  Le  monôme 

x^  s  intègre,  quel  que  soit  m,  et  donne ;  on  a  dû  ten- 


1er  alors  l'intégration  des  fonctions  de  la  forme  vF(a:),  où 
F(a:)  désignait  un  polynôme  quelconque  ;  mais  on  a  bien  vite 
reconnu  la  difûculté  d'un  pareil  problème,  et,  dans  les  élé- 
ments du  Calcul  intégral,  on  se  borne  à  montrer  que  les  fonc- 
tions rationnelles  de  j;  et  d\in  radical,  tel  que  y  aa:^  +  bx  -|-c, 
où  a,  6,  c  sont  des  constantes,  est  toujours  inté^xable  en 
lormcs  finis;  l'intégrale  du  radical  ^ax^ -{- bx^ -{- ex -^  d  , 
engendre  déjà  une  transcendante  nouvelle,  la  fonction  ellip- 
tique, qui  n'est  réductible  à  aucun  type  de  fonction  étudié 
jusqu'à  présent.  L'objet  de  ce  paragraphe  sera  l'intégration 
<les  différentielles  de  la  forme 

F(a:,  K)dx, 
F  désignant  une  fonction  rationnelle  de  x  et  de 


R  =  3^1  ax^  -r-  bx  -+-  c, 

a,  6,  c  désignant  des  constantes. 

Une  pareille  expression  est  toujours  intégrable,  en  termes 
finis,  car  elle  se  ramène  théoriquement  à  une  fonction  ration- 
nelle, et  cela  de  plusieurs  manières  : 

1**  Si  l'on  pose 

^a x^-r-  bx  -\-  c  =  X  ^a  H-  -3, 

ou  a,  en  élevant  au  carré, 

bx  -^  c  ^:^izx  ^ a  ' 


•^2 f> 


b  —  iz  y/ a 
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X  el  dx  seront  donc  rationnels  en  z  ;  quant  à  ^ax^  -h  6x  4-  c, 

il  est  égal  à  xsJa-\-  z^  et,  par  suite,  il  est  aussi  rationnel; 
l'mlégrale 

/  F(/âï*  -H  6ar  -H  c,  x)dx 
prendra  donc  la  forme 

où  4>  sera  une  fonction  rationnelle. 

Exemple.  —  Soit  à  calculer 

dx 


/; 


On  pose 


\x'^  ~  a*  =  a?  -i-  -5, 

rt*  — z'  .  ^--Hfl' 


«'=  1ZX  -^  z'^y        X  =  >         dx  —  — r —  dzy 

'XZ  25* 

el  l'on  a 

-p^=  ^  —  f-^  =  -  log^  =  —  logl^v^x*  4-  a"«  —  j:) 
^  Vx^-f-a*  ./     -5 

=  log— ^ =  log(j7  -4-  /r^H-  «^) —  2  loga; 

V^J7*  H-  a*  —  X 

et,  comme  le  résultat  a  lieu  à  une  constante  près,  on  peut 
t^crire 


/ 


Cette  formule  est  à  retenir. 

2**  Quand  le  coefficient  de  x-  est  négatif,  la  transformation 
précédente  introduit  des  imaginaires;  on  peut  alors  appliquer 
a  suivante  :  on  pose 


yjax"'  -i-  bx  -t-  c  =  v^c  -r-  ax\ 

m  a  alors,  en  élevant  au  carré, 

ax'*'  -^  h X  —  ^u x  \n:  -\-  ii'^x-. 
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d'où  Ton  tire 

u>J~c  —  h 


X  = 


a  —  u- 


X,  le  radical,  et  dx  sont  alors  rationnels  en  u  et  du  et  Ton  est 
ramené  à  intégrer  une  fonction  rationnelle  de  u, 

3"  Quand  a  et  c  sont  négatifs  tous  les  deux,  on  ne  peut 
plus,  sans  introduire  d'imaginaires,  appliquer  les  méthodes 
précédentes.  Si  alors  le  trinôme  ax^-j-frx  +  ca  ses  racines 
a,  P  réelles  (s'il  n'avait  pas  ses  racines  réelles,  le  radical,  por- 
tant sur  une  quantité  essentiellement  négative,  serait  alors 
imaginaire  et  l'on  ne  pourrait  éviter  l'emploi  de  ces  quan- 
tités), on  écrit 

y/aj-^-t-  bx  -^-  c  =  /—  a  \f{x  —  a;(,3  — x), 
cl  l'on  est  conduit  à  intégrer  une  expression  de  la  forme 

I  dxF[x,  ^{x  -aL){^'i^~x )], 


où  F  est  une  fonction  rationnelle  de  x  et  de  y./(x  —  ^){P  —  -r)  î 
on  pose  alors 


3  —  ./• 
X  —  a 


d'où  l'on  lire  x,  dx  et  {/  '■ sous  forme  rationnelle  en  z, 

^  y   X  —  a 

et  le  problème  se  trouve  ramené  à  l'intégration  d'une  fonc- 
tion rationnelle.  La  même  méthode  s'applique  aussi  au  cas 
où  a  et  c  ne  sont  pas  négatifs. 

Exemple.  —  Soit  à  intégrer 

/•       dr        _       r  rfr 

./  v^-'"-  —  «*        /    /  • .  /^  —  " 

f      {x  —  a)i/ 
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On  posera 


X  -^  a 

-  =  -M 


X  —  a 

d'où 


X  =  a  — >         dx  =  ~  a  -— dZy 


et  Ton  aura 

dx  f  idz 


En  remplaçant  z  par  sa  valeur,  nous  aurons 

/•       dx  ,      Jx  —  a  -r-  ^ X  -r-  a 

J  ^x*  —  a'  yx  —  a  —  yx  h-  a 


uu 


en  n'écrivant  pas  la  constante  —  2  log( —  a)  clans  le  second 
membre,  ce  qui  est  inutile. 

On  pourrait  de  la  môme  théorie  déduire  Tinlégralc 


r     dx 


mais  il  vaut  mieux  observer  que 


Ces  trois  ft>r mules 


/    i/or'  il;  a> 


dx  .    X 

^-_  =  arcsin  — 
rt  a 


sont  importantes  :  il  est  bon  de  les  retenir. 
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XVI.  —  Méthode  rapide  pour  le  calcul  de  l'intégrale  d'une  ftmctiai 
rationnelle  de  x  et  d'nn  radical  ^ax^-t-bx  ^^. 


Si  nous  désignons  par  R  le  radical  ^ax-  -r-  bx  -i-  c,  toute 
fonction  rationnelle  de  x  et  du  radical  pourra  se  mettre  sous 
la  forme 

'~  \\^x,  k/ 

'^  et  '{/  désignant  deux  fonctions  entières  de  x  et  de  R.  Or 
toute  fonction  de  x  et  de  R  entière  se  ramène  à  la  forme 
A  -4-  BH,  on  A  et  B  sont  des  fonctions  entières  de  x;  on  peut 
donc  écrire 

A,  B,  (^,  I)  désignant  des  fonctions  entières  de  x.  Si  Ton 
multiplie  alors  haut  et  has  par  C  —  DR,  on  est  ramené  à  la 
forme 

où  P,  Q,  S  sont  fonctions  entières  de  jr;  on  a  d'ailleurs 
ce  que  Ton  peut  encore  écrire 

•'     s      us 


Si  Ton  veut  alors  intégrer  la  fonction  /,  on  sera  ramené  à 

P 

S 


intégrer  la  fonction  rationnelle  ;t  (que  Ton  sait  intégrer)  et 


une  expression  de  la  forme 


M  U' 


où  -^   est  unr  fonction  rationnelle.  En  la  décomposant  en  élé- 
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ments  simples,  on  est  finalement  ramené  à  une  somme  de 
termes  de  la  forme 

ni^  a,  tjL,  v,/>,  ç  désignant  des  constantes,  et  que  nous  allons 
apprendre  à  intégrer  successivement. 

Avant  toute  intégration,  il  sera  bon  de  ramener  par  un 

changement  de   variable  le  radical  R  =  yjax^  -h  bx  4-  c  à 

Tune  des  formes  yjx^  ±  a^,  \Ja^  —  x^\  k  cet  effet,  on  met- 
tra ax'  H-  bx  -h  c  sous  la  forme  d'une  somme  ou  d'une  dif- 
férence de  deux  carrés;  on  aura  alors  Tune  des  combinai- 
sons 

(>)  aar' -h  6ar -f- c  =       (/nx-i- n)* — /:', 

(3)  aar'-t- 6a7H- c  =  —  (/na7-{- /i)>-+- A:*, 

où  m^  n^  k  sont  des  constantes. 

J'exclus  le  cas  où  ax^  -^^  bx  -\-  c  serait  un  carré,  parce 
que  la  fonction  à  intégrernc  serait  plus  irrationnelle;  j'exclus 
aussi  le  cas  où  ax'^  -{-  bx  -^  c  =  —  (mx  -h  ny  —  A-,  qui  se 
réduira  au  cas  (i)  en  mettant  en  évidence  l'imaginaire  y/ —  i 
que  l'on  ne  peut  éviter.  On  posera 

,         dz 
mx  -h  n  =  z.        ax  •=.  —  » 

m 

et  l'on  aura  Tune  des  formes  suivantes  de  rinlégrale  à  cal- 
culer 

J^{z,^J^'^k^)clz,    Jo{z,^W=rTi)dz, 

Ainsi  nous  supposerons  toujours  le  radical  de  la  forme 

V^^*  dz  A-2     ou     ^k*  —  z^. 

(Celle  restriction  n'est  pas  absolument  nécessaire,  mais  elle 
siinpliHe  généralement  les  calculs.) 


1 .  ' 


—         '!     Z»  "^"^l 


ri    -  '  ^      _   .-     _     . 


•r 


•  •  *  —  ■ 


'I..     .-  '  - 


^  v^-r: 


;«  «.-     -       X 


z  :r'  'ive 


"  -      \n- 


rr    — 


.    1  ■ 


i      — 


-    -  i^:t>:2 


•  - 


-         \ 


>    .  i 


..  • 


^  .-    y    ~    .    si     -J^^. 


V , 


\  \-  —  j''. 


O/'.'.'/.-:  'i:j  !•■  '.  it.  ;  .;r  l  nr.jllr'  A.  ,  il  <uflit  Jo  conuaiiro  V.. 
\.  :.':  '  j.  w  irl  j  d?  .1  Iv  l":r:r.-.r  t:  A^^  o>l  lrati>con(.ijni.  \i 
"7fj».r.i:r'-.    X^-w.  «^î-t  .il^cLri.]iio  01  ne  Jêpoiid  »|ue  Je    \..  L 

rii'ffi<:  rfi»;îlio  ie  5  jpi'îi'iue  J  l  iiili-rrjio  I       .-   -    . 
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dx 
Intégration  de ^_^-  —  Quand  le  bi- 

{x  —  a)"*  yjax'*'  -h  bx  -h  c 
<Vme  (x  —  a)'"  entre  au  dénominateur  de  la  fonction  simple 
intégrer,  il  n'y  a  pas,  en  général,  avantage  à  simplifier  le 
dical  :  aussi  le  conservons-nous  sous  la  forme  primitive. 
On  a  identiquement 

OU,  pour  abréger, 

ax^-\-hx '\- c  =  a{x  —  a)' -h  6'(a7  —  a)-hc'; 
t     donc 

L 

C dx  _    r  dix  — 't.) 

'      J  (T—iy^y/ax^-^-bx-r-c      J  (37  —  a/» /â(z^— 3t)*-+-6'(j7— a) -hc' ' 

î      si  alors  on  pose 

^  — a=-.,         d{x—:L)=^~—, 
on  trouve 

dx  r        z^-^dz. 


/dx  —        C        -'""^'^ 

\x  —  'x)"^  ^ax^-^- bx -\- c  J    ^ a -\- b' z 


'  r.t 


C  Z 


On  est  alors  ramené  à  un  cas  déjà  éludié,  et  que  Ton  traitera 
facilement  en  mettant  a -^  b' z -r- c' z^  sous  la  forme  d'ur.e 
somme  de  carrés. 

-  'tic  c  dxi^hT  -^^i^ 

Les  expressions  de  la  iorme   / — ^    —  - 

J  {^X'-r-px-i-qY'^^ax^-hbx  ^  c 
sont  assez  pénibles  à  intégrer;  peut-être  convient-il  de  les 
traiter  par  l'une  des  méthodes  exposées  plus  haut  et  de  les 
rendre  rationnelles. 

Faisons  observer,   en   terminant  ces  considérations,   que 

Tintégrale  de  — ----    -  est  —  arcsin--  On  la  trouve  en  rem- 

X  ^x^  —  I  ^ 

plaçant  la  variable  x  par  -• 

Enfin  il  est  clair  que,  si  l'on  a  trouvé 

/(a,  x)=   / 


J      {x  —  OL))/x-^-r-pX-T~(/ 
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on  aura 

dn-\f       (— i)«-i  r  dx 


t«-*  i.'2.3...(Ai  —  0  ~  j    {x 


e/a«-»   i.-2.3...ut  — 1)      J    (x  —  %Y^x^-^px 
si  l'on  a  trouvé 

dx{  fijr  H-  V  "^ 


J  (x*-i-/?a? 


-t-  y  }"*  /ajc*  H-  6a7  -h  c 


pour  le  cas  où  m  =  i ,  on  aura  la  valeur  générale  de  celle 
intégrale  en  différentiant  m  —  i  fois  la  valeur  qui  correspond 
au  cas  où  m  =  I  par  rapport  kq  et  en  multipliant  le  résultai 

^      i.2.3...(/n  —  i; 

(  Voir  l'exercice  2  à  la  fin  du  Chapitre). 


XVII.  —  Intégration  de  quelques  fonctions  réductibles 

aux  fonctions  rationnelles. 


Les  intégrales  de  la  forme 

/  dx  F(x,  ^a  —  ar,  /6  —  x)^ 


où  F  est  une  fonction  rationnelle  de  x^  \Ja  —  x  et  \jb  —  x, 
se  ramènent  aux  fonctions  rationnelles  ou  plutôt  aux  fonc- 
tions rationnelles  de  x  et  d'un  radical.  Si  l'on  pose,  en  eflel, 
a  —  a:  =  >3^  ou  .r  =  a  —  5^,  elles  prennent  la  forme 

/-•  

zdz  F(a  —  -3*,  -5,  ^b  ^  a-^  z^)* 

m. 

On  peut  parfois  simplifier  la  substitution.  Ainsi 


/ 


,         /a  —  .r 


o  —  .r 


se  simplifie  en  posant  y — '-  --=  0-. 

Nous  considérerons  encore  les  expressions  de  la  forme 

/  V(x^,  X?,  tY,  . .  .)dx. 


j 
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OÙ  F  est  une  fonction  ralionnelle,  et  a,  ^,  y,  .  .  .  des  fractions 
quelconques.  Soit  o  le  plus  petit  multiple  des  dénominateurs 

des  fractions  a,  p,  y,  ....  Si  l'on  pose  x^  =:  Zy  où  x  =  z^y 
rinlégrale  proposée  se  changera  dans  la  suivante 

et  celle  fois  la  quantité  placée  sous  le  signe    /  ne  contient 

plus  que  des  exposants  entiers. 

Une  transformation  analogue  réussirait  encore,  si  Ton  avait 
à  considérer  une  intégrale  de  ia  forme 

rF[{a  —  x)^,  (a  —  x)?,  (a  — x)y,  . .  .]dx. 

XVIII.   -  Intégration  des  différentielles  binômes. 

On  a  donné  le  nom  de  différentielles  binômes  aux  expres- 
sions de  la  forme 

(I)  x"*{a-\-  bx^)PdXy 

a,  6,  niy  Hj  p  désignant  des  quantités  indépendantes  de  x\ 
les  Irois  dernières  sont  supposées  rationnelles. 
On  peut  toujours  ramener  le  calcul  de  rinlégrale 


/ 


x'n(^a'\-bx'^)Pdx 

au  cas  où  m  et  n  sont  entiers.  En  eflel,  supposons  que,  ni 
vA  n  étant  réduits  au  môme  dénominateur,  on  ail 

0  0 

u,  V,  o  désignant  des  entiers.  En  posant 

X  =  ^5,        dx  =  05^^»  dz, 
on  aura 

rx'n(a-\-bx^)Pdx  =  loz\^-^^^{a-{-bz'')Pdz. 
L.  —  Traité  d'Analyse,  III.  ^i 
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L'intégrale  transformée  est  de  la  même  forme  que  la  pro^ 
posée,  et  les  exposants  de  z  sont  entiers. 

On  peut  aussi  supposer  n  positif;  car,  s'il  était  négatif,  on 
pourrait  écrire  la  diflcrentielic  binôme  sous  la  forme 

dans  laquelle  Texposant  de  x  dans  la  parenthèse  est  positif 
quand  n  est  négatif. 

On  peut  intégrer  les  différentielles  binômes  dans  deux  cas  : 

I**  quand est  entier;  a'*  quand  — ^^  >  n'étant  pas  entier, 

augmenté  de/?,  fournit  une  somme  entière  ;  en  d'autres  termes, 

quand \-  p  est  entier.  M.  Tchebycheff  a  démontré  que 

c'étaient  là  les  seuls  cas  dans  lesquels  on  pouvait  effectuer 
l'intégration  au  moven  des  fondions  algébriques  et  logarith- 
miques directes  ou  inverses.  Nous  verrons  plus  loin  un  moyen 
de  reconnaître  si  une  fonction  irrationnelle  quelconque  peut 
s'intégrer  de  cette  manière. 

Démontrons  d'abord  que,  si est  un  entière,  on  peut 

intégrer  la  différentielle  (i);  on  a  alors 

r 

m  ^  ne  —  i  —  ni  e  —  i )  -h  n  —  i 
et 

l  xf^ia  -\-bx")P(ix  =1  -   I  x"'^-^^nx'*'Ha-^bx'*)Pdx; 

posons  alors  a  H-  bx"  ^^  t,  nbx"~*  dx  =  dt^  et  nous  aurons 

jx'"{a  -h  bx'^)Pdx  ^  -^   CtP  (—7-^  y     dt, 

SI  e  —  1  est  positif,  on  pourra  développer  (/ — a)*^~'  par  la 
formule  du  binôme,  et  l'on  n'aura  plus  à  intégrer  que  des 
termes  de  la  forme  ^";  si  e  —  i  est  négatif,  on  achèvera  l'in- 
tégration en  faisant   un   nouveau  changement  de  variable* 

Soit/?  =  ->  w  et  ç'  désignant  deux  entiers,  on  posera 

/  =  z^y        dt  =  vz^-^  dz, 
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et  l'on  trouvera 


on  sera  ainsi  ramené  à  intégrer  une  fraction  rationnelle. 

Maintenant  supposons  que :-pz=  e,  e  désignant  un 

entier;  on  aura 

et^  en  appliquant  ce  qui  vient  d'être  dit  à  la  nouvelle  diffé- 
rentielle, on  voit  qu^elle  sera  intégrable  si  -— ^ est 

entier  ou  si r  p  Test  lui-même. 

La  méthode  d'intégration  par  parties  ou  celle  de  la  diffé- 
rentiation  sous  le  signe  /  sont  souvent  plus  rapides  que  celles 
que  nous  venons  de  signaler.  Ainsi,  par  exemple,  on  a 

jnx'»-^ (p  -r-  i)(a  -r-  bx'*)P dx  =  {a -h bx^ )p^^ 6-< ; 
en  diflerentiant  i  fois  parVapport  à  b,  nous  aurons 

/  /ix«  '+>'->(/>  —  i)(a  —  bx^)P-'p{p  —  i)  ...  {p  ^  i-^\)dx 

_  d'ia-^bx'^  )P^^  b-^ 
~  dbi  ' 

et  en  changeant  p  —  i  en  gr, 

/  n{q  -\-  i)(q  -ha)  .. .  (^  -+-  t -f- 1  )x'»^^-»-i^-«(a-l-  bx'^)ndx 

~  dbi 

On  peut  appliquer  la  méthode  d^intégration  par  parties  à  l'in- 
tégrale 

A„  =  /  x'^(a  -+-  bxf^ydx. 


f 
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A  cet  effet,  différentions  rexpression  placée  sous  le  signe  /r 
nous  trouverons 

(/[x"*  (a-hbx'* )P]  =  mx"*-^ (a  -4-  bx**)Pdx  -\- pbnx»'^-^'^-\a -f-  bx'^yp-^dx 

=  [ma-"»-*  a  (a -+- ^x'»)P-»  H- m6  jr"»-»-'»-«  (a-f- 6ar«)P-» 

H-j56/ia:'»-^-»->(a  -f-  bx^)P-^]âXf 

c'est-à-dire,  en  changeant/?  en  />  4-  i  et  en  intégrant, 

a7"»(a-+-^x'»)P+»=  ma A;„_i -h  b{m  -\-  np  -\-  n)A«+n-t» 

formule  de  réduction  permettant  d'augmenter  ou  de  diminuer 
à  volonté  Texposant  de  x  en  dehors  de  la  parenthèse  de  la 
quantité  n. 

On  peut  aussi  faire  porter  la  réduction  sur  Texposant/); 
en  effet,  on  a  toujours 

d,x»*{a-^bx'*)P 

=  ma?"»~ï(rt  -\-bx'*)Pdx  -hpbnx"*-^'^-^(a  4-  bx^y-^da^ 

=  [x»*-^ {a  -h  bx" )P{np  -f-  m )  —  apnx»^-^(a  -+-  b x'^)P-'i] dx ; 

de  sorte  que,  si  Ton  pose 


Ap=  I  x*" {a -\- b x'^)P  dx 


il  viendra,  en  intégrant  et  en  changeant  m  en  m  -4-  i , 

j-//i-f-i  ( a  -f-  ^x"  )/'  =  ( n/?  -+-  m  -+-  I )  Ap  —  apnkp^y  • 
Il  résulte  de  là  que  : 

Toute  intégrale  de  différentielle  binôme  peut  être  rame- 
née à  la  forme 

j  x"*{a-\-bx'^)Pdx, 

où  //î,  n  sont  entiers  et  oùp  est  compris  entre  zéro  et  V unité, 
si  Von  ne  peut  pas  la  ramener  au  cas  où  p  =  o]  enfin  on 
peut  supposer  m  <in  et  n>  o. 

Exemple.  —  Considérons  l'intégrale 


I^"" 


2-f-a:-»)   ^dx\ 
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pour  la  calculer  doos  poserons 


r 


eC  ooos  diffêrenlieroDS  Te^pression 

oous  aorons  alors 
ajr 

ou  y  eo  intégrant  et  en  faisant  /?i  =  i , 
ou 


Ainsi 

4  A,    .     X 


Aj  —  -z — ;  —  r     r  « 


a*-T-x»i   «, 


or  A|  est  égal  à  log  (x  —  \  a^ -r  Jc-^.  :  la  valeur  de  A5  esl  par 
suite  connue.  D'ailleurs,  en  diflerentiant /?  fois  par  rapport  ii 
z  la  formule 

on  arriverait  également  au  bul. 

XIX.  —  Intégrales  des  fonctions  exponentielles. 


1°  L'intégrale  de  e*^  est En  général,  Tintégrale  do 

F(e^*^),  où  F  désigne  une  fonction  rationnelle,  s'ohtient  faci- 


çax — ^-ax  r- —  --1    ^- 
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lement  en  posant  e°^=^  z^  et,  par  suite,  adx^e^-^  =^  dz\ 

l'on  tire 

,         dz      ^^      dz 

a  az 

on  a  alors 

fF(e^')dx=  fF(z)~^' 
Exemples  : 

J  e^'-he-^'  J  z -h  z-^  az 

On  peut  aussi  observer  que,  à  un  facteur  près  a,  le  n 
rateur  de  la  quantité  à  intégrer  est  la  différentielle  du  ( 
minateur;  donc 

/gax g— ax  1 
dx  ~  -  \oçi(e^^-\-  e-"^): 

de  même 

dx  =  ~  \os(e^^  —  e-«-^). 

e«'— e-«*  a      ^^ 

2°  Lorsque  les  quantités  a^  ù,  c,  ...  ont  une  com 
mesure  0,  Tintégrale 

s'obtient  en  posant  e^"^=  z»  On  a  alors 

dx  —  v" 
et,  par  suite, 


); 


de  sorte  que,  si  la  fonction  F  est  rationnelle,  on  pourra 
jours  effectuer  l'intégration  par  les  méthodes  exposées 
haut. 

3"  Proposons-nous  maintenant  d'intégrer,  quand  ce 
possible,  une  expression  de  la  forme 


/  F(e«^,  e''-',  ....  x)dx, 
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OÙ  F  désigne  une  fonctioD  rationnelle.  Nous  supposerons  les 
nombres  a^  b^  c,  , .  •  commeosurables  et  nous  poserons 

a  =  /wo,        b  =  #10.        

m,  rif  » . .  désirant  des  entiers.  En  faisant  alors 

l'inlégrale  prend  la  forme 

5     dz 


/f(.-,.-   ...,^J^ 


et  Ton  est  ramené  à  intégrer  une  fonction  rationnelle  de  z 
etdee=. 

Les  fonctions  rationnelles  de  x  et  de  e'  ne  sont  pas  inté- 
grables  en  termes  finis,  quand  on  leur  laisse  toute  leur  géné- 
ralité; mais,  quand  elles  sont  entières,  elles  se  décomposent 
en  termes  de  la  forme 

où/(x)  désigne  une  fonction  entière  de  x.  Nous  allons  inté- 
grer celte  fonction  sans  qu*il  soit  même  nécessaire  de  faire 
aucune  hypothèse  sur  a.  On  a,  en  intégrant  par  parties, 

I  e^^/{x)cLr  =  /«  -r; —  1  f\,x)dx 


ça. 


et  ainsi  de  suite:  on  a  donc,  en  arrêtant  l'opération  quand 
on  rencontre  une  dérivée  nulle  dc/(x), 

on  vérifie  d'ailleurs  ce  résultat  par  une  simple  différentiation. 
Les  expressions  de  la  forme »  dans  lesquelles  on 

t  (JT—  2/"  ^ 

peut  toujours  décomposer  une  expression  telle  que  /{x)e^^^ 
quand  /(x)  est  une  fonction  non  entière,  mais  rationnelle, 
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peuvent  se  ramener  à  des  tjpes  plus  simples;  posons  en  eflel 
nous  aurons,  en  diflTérenlianl  par  rapport  à  a, 

0%      J   {^jc  —  a)* 


et  ainsi  de  suite.  Malheureusement,  la  fonction  0  ne  peut  pas 
être  exprimée  par  les  fonctions  élémentaires  dont  on  fait 
usage  en  Analyse,  tout  au  plus  peut-on  ramener  la  fonction  H 
au  cas  où  a  =  o,  en  faisant  un  changement  de  variable  et 
en  posant  z=^  x  —  a. 

Toutefois  il  pourra  arriver,  mais  exceptionnellement,  que 
e^f{x)  puisse  s'intégrer,  et  en  effet,  décomposant  f{x)  en 
éléments  simples,  on  aura,  en  supposant  le  degré  du  numé- 
rateur inférieur  à  celui  du  dénominateur, 

/-vc^)  =/i;  -^  [^^  ^  ,-^. .....  ] ,/.. 

A|,  Aa, . . . désignant  descoefiicîents  constants, ainsi  que  a, 

Or  rintégration  par  parties  donne 

. dx  — a  I dx, 

(x—OL)i  X  —  a  J   X  —  % 

{x—-OLp         ~"'Ji(.r  — a)*        'Aj    (X  —  OL)^ 

on  voit,  en  continuant,  que  /  ; dx  s  exprimera  sous 

la  forme 

e«-^<j/(j')-+-MO(^), 

^{x)  désignant  une  fonction  rationnelle  et  M  une  constante  ; 
rintégrale  de  f{x)e"^  sera  de  la  même  forme,  et,  s'il  arrive 
que  M  s'annule,  on  obtiendra  en  termes  finis  Tinlégrale  en 
question. 
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En    défiDÎtive,  si  /(x)e*'  peut  s'înlégrer,    son    înlégrale 
pourra  élre  représentée  par  'l{x)e^^^  et  Ton  aura 


dx 
ou  bien 

Telle  est  la  forme  que  devra  aflecter  /{jc}  ponr  que  l'inté- 
gra tien  soit  possible.  On  pourrait  préciser  davantage  les 
conditions  d'intégrabilité,  mais  ce  serait  tout  à  fait  dénué 
d'intérêt;  qu'il  nous  suffise  d'observer  que  Fint^^gration  ne 
sera  jamais  possible  en  termes  Gnîs  et  sans  le  secours  de  la 
fonction  6,  si  le  dénominateur  de  /{jc)  contient  des  fac- 
teurs simples. 

XX.  —  Intégrales  des  fonclions  logarithmiqnes. 

Soit  F(x,  logx)  une  fonction  rationnelle  de  x  et  de  logx: 

en  posant 

X  =  e-,        dx  =  e'  dz, 
on  a 

/  F(jr,  \o^x)dx  =  /  Fi>-,  Z)e'  dz 

L^intégration  est  ramenée  à  un  cas  eiLaminé  dans  le  para- 
graphe précédent. 

L'inléCTale    /  , se   ramène  à   /  - — -  en  remplaranl  .r 

^         J  logx  J      ^  '      ' 

par  e^'j  elle  dépend  donc  de  la  fonction  que  nous  avons 
appelée  tout  à  l'heure  0,  et  ne  peut  pas  s'obtenir  sous  forme 
finie. 

Quand  ni  et  n  sont  entiers  et  positifs,  l'intégrale 


/  x'"^  \of:xf'*dx 


peut  s'obtenir  sous  forme  finie;  en  efiet,  on  a 

d[x'"{\ogx)'']  =  mx'^-^ (Xoç^x y  tlx -^  nx"^-^\  Iogjr)«-^  dx. 
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Si  Ton  pose 

/  x'^{\ogx)'^dx  =  A/, 

et  si  Ton  intègre  les  deux  membres  de  la  précédente  for 
en  y  changeant  m  en  m  -f-  i ,  on  aura 

(I)  a7'«-»-«(Iogx)'»  =  (m  -+-  i)A„-h  /iA„_,, 

formule  qui  permettra  de  calculer  A„  quand  on  conn 
A;,_i;  on  a 

Ao  =  /  x'^  dx  =  

J  m-h  I 

et,  diaprés  la  formule  (i), 

.^m+ilogx  =  (7n-t-i)Ai -+-    Ao, 
arm-t-i(logx)»  =  (/?i  -+-i)  Ai-4-  a  Al, 

•  ••• , 

d'où  Ton  tire 

Al   —     — ;:^   , 


A,= 


A/i  -h  I  (  m  H-  1  )* 


m  -+- 1  (  /w  -+-  I  )*  (  /w  -}-  I  )* 

et  ainsi  de  suite. 

XXI.  —  Intégrales  des  f onctions  trigonométriqaes. 

L'intégration  des  fonctions  trigonométriques  peut  se 
mener  à  celle  des  fonctions  exponentielles,  en  observant 
l'on  a 

cosx  =  >  sinar  =  


2 


/^ 


2  i^  —  l 


mais  on  peut,  en  général,  éviter  l'emploi  des  imaginaire 
Nous  nous  occuperons   lout  d'abord  de  l'intégration 

fonctions  rationnelles  de  sino:  et  de  cosx. 

Soit  F(slna:,  cosx)  une  fonction  rationnelle  desinx 

cosx;  si  l'on  pose 

tang  ,  X  =  w,        :r  =  2  arc  tang-s,         dx  =  -\ 
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on  aura 

I  —  z^  .  ^z 

cosa?  = -y        sinic  = 


1-4- -5*  i-h-s* 

et,  par  suite, 

/F(siniF,  cosa^)^:r=  /F(  — ^,  ^) ^• 

L'inlégration  d'une  fonction  rationnelle  de  sinj:  et  cosx  se 
[     ramène  donc  à  celle  d'une  fonction  rationnelle  de  la  variable  z . 

Exemples.  —  i**  On  a 

/dx    __   r  idz     1  -+-  -sî  _    rdz  _ 
S'inx  "J    I-1--5*       25       ~~  J     z    ~      ^^' 

donc 


J   sin-r 
2- On  a 


glang^T. 


J    COSJ        ^     \  —  Z^        J  L'— -=  l-H^J  *"!— -3 

donc 


«mm  rw* 

lang^  "-  lang- 


r  dr         .            ^4             ''t?.         ,  /t:       x\ 

I =  \o" =  loîîtanfrl  -  - —  ) 

J    COSX  '^  T.  X  "^  ""Kl  '1/ 

I  —  lang-  lanj;  - 
4  J'- 

CCS  deux  intégrales  sont  à  retenir. 
3^  Proposons-nous  de  calculer 

r_    dx 

J  cosa  — 


On  a,  en  posant  toujours  tang^  j:  =  z, 

r d.r  _    r 'idz 

^  cosa  —  cosy      ,7    ci}sa{i  -r-  z^  )  —  (i  —  -- ) 

et  Ton  est  encore  ramené  à  intégrer  une  fonction  rationnelle. 

Il  est  quelquefois  avantageux  de  prendre  langer  pour  va- 

nable;  cela  aura  lieu  quand  la  fonction  F(sina:,  cos^)  sera 
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(l'oii  Ton  déduit  à  volonté  Aa^2  en  fonction  de  A^  ou 
versa.  On  est  alors  ramené  à  A©  ou  à  A,,   c'est-à-d 

/cos^xdx.     à   /  — ; dx    ou     à   1  cos^xs'inx  dx. 
J     "^inx  J 

La  dernière  intégrale  est  égale  à -. >  la  seconde 

lient  en  abaissant  Texposant  de  cosx;  on  est  alors  ram 

•     .  »  I  COS37  it  •.  i»    •  ï 

intéffrer  -. —  >  -: — >  ce  que  1  on  sait  taire,  ou  -: >  c 

donne  logtangx.  Si  l'on  pose 


on  aura 


u 


IJ/)  =  /  cos^a?  dXf 
\\f^  —  JQos^-^xii  —  ?>\ï\'^x)dx 


B^  =  Bft-t —  /  co%f*-^xûn'^x  dx\ 

en  intégrant  par  parties,  on  a 

1$^  =  Ha_i  -: J sin  X  —  -, /  cos* X  ax, 

6  —  1  b  —  \J 


„        Tj  cos*-».r    .  Ba 

d'où  Ton  tire  B^  en  fonction  de  B^_2  ou  vice  versa,  el 

est  ramené  à  l'une  des  intégrales  connues  de  cos;r,  de  — 

de  son  carré. 

On  peut  encore  obtenir  une  formule  de  réduction  en 
rant  comme  il  suit  :  on  a,  comme  précédemment, 

<isin«xcos*ar  =  a  sm^'^  x  co%^-^^  x  dx  —  b  sin«-«-*j:  cos*-*j:  < 

en  remplaçant  alors  sin^+*Jt;  par  sin^~*x(i  —  cos^o:),  oi 
tient  une  formule  analogue  à  celle  de  tout  à  l'heure. 
Enfin,  si  Ton  fait  usage  des  formules 

cosa:  =  >         sinr—  — 


V- 


1 
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on  transforme  le  produit  sin^xcos^j;  en  une  formule  immé- 
diatement intégrable.  En  eflfet,  on  a  alors 


I 


^a-^b 


OU 


dz 


\     en  faisant  e'^^  =  :;,     rfx  =  — .4=  • 

z  v/ — I 

H  n'est  peut-être  pas  hors  de  propos  de  faire  connaître  un 
'     développement  decos'"a:  et  de  sin'"^:  qui  rend  ces  fonctions 
facilement  intégrables  et  qui  découle  naturellement  des  con- 
sidérations précédentes;  on  a 


/gxv^^-g-xV-l\ 


1  "* 
Ç.O^"*X 


OU,  par  la  formule  du  binôme,  en  supposant  m  entier  et  po- 


sitif, 


Groupant  les  termes  également  éloignés  des  extrêmes  et  ob- 
tenant que  e'^'^^*  -t-  e~'W~*  est  égal  à  2  cos/o:,  on  a 

-^.m          I     r                   '^       /            V         mim  —  i)        ,  .  "1 

cos'"x=: cosmxH cos(/?t  —  \)x-\ cos(/n — ajar-h...    : 

•i'»-»   L  I  ^  ^  1.2  J 

le  dernier  terme  de  cette  formule  est,  dans  les  crochets, 


m 
cosar  — 


(/n  —  i). . .  (ni \ 


I  .2.3.  .  .   (    ; I 

si  m  est  impair,  et 


{m  —  i)...  y  m hij 


\    •   ^  •   ^  m    •     •        "' 

2 


SI  m  est  pair. 
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On  trouve  de  même 


.   ,,„  (—1)'"  r  2m        ,  ^ 

^JfH—l      I  I  ' 


—  cos(2/?i  —  \)t... 


1 .2 

•im(ini  —  I ). . .  C /Il  -»-  I) 

1.2.3 m 

Cl 


-] 


sin«"»-^«j?  =       ^^^^       sin(2/?i  -4-  i)x sin(2/n  — i)x 

I  .  2  .  3  .  .  .  A/i 

On  a,  par  exemple, 


sioa 


cos'j"  =  {(cosSj-  —  3  cosj-), 
/  cos^xdx  =  -jV  sin3a-  —  |  sinx. 

XXIII.  —  Intégration  des  fonctions  contenant  des  lignes  trigonoa 
triqnes  et  des  exponentielles  ou  des  puissances  de  la  Tariahlè. 

Les  lignes  trigonomélriqiies  s'exprimant  à  Taîde  des  exj 
nenlîelles,  nous  n'avons  rien  à  apprendre  de  nouveau  s 
l'intégration  des  fonctions  renfermant  des  exponentielles 
des  lignes  Irigonomélriques;  nous  ferons  toutefois  connaît 
la  valeur  de  quelques  intéj;rales,  que  Ton  rencontre  dans  ce 
taines  recherches,  à  savoir 

/  ^..ix  eos bx  lix,      I  c-*-*^  sin  bx  ifx. 
On  a 

/  r  «•^*-«  '</r  =        .-   -  = â^rzri;^ ' 


ou  bien,  en  remplaçant  e^-*""  par  cosbx  -^  v  —  1  sinbx, 

r^'(cos6x  -r-  v*^  <\nbx^iix 

acosbx-^b^tnbx   .   ^j, ^r^TT - 


t-r-6* 
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Colle  équation  se  décompose  en  deax.  luirty 

a  •:■>*  bx  —  è  fia  *  r 
nS  — 6^ 


r*/" 


I  e^^  sin  bx  dx  =  r** 


<!=  -  b^ 

En  diOerentiant  ces  équations  une  fois.  deu\  fois.  etc..  par 
rapport  à  b,  on  aura  de  nouvelles  intégrales  qui  ne  différer>nt 
de  celles-ci  que  par  Tintroduclion  des  facteurs  x,  x* 

sous  le  signe  /  . 

Les  intégrales  précédentes  peuvent  aussi  s^obtenîrau  mo\en 

de  rintégration  par  parties;  ainsi  Ton  a 

C  e^'  b   /" 

I  C-f  cos  b X  dx  = cos6x-j —  §  e^-*  ùnbxdx, 

C  e^^  b   C 

I  e^^  <\iibx dx  —  sin6x /  e^' cosbxdx. 

J  a  aj 

d  où  Ton  déduit  les  valeurs  trouvées  plus  haut. 

Los  intégrales 

/  X'"  cosx  dxy      j  X"*  sinxdx 

s  obtiennent  facilement  quand  m  est  entier  :  il  suffit  pour  cel.i 
u intégrer  par  parties;  ainsi  Ton  a 

/  -r  "'  cosjr  dx     "  x'"  àinrx  —  m  /  j^'"-  »  sin x  dx^ 

I  j:'"  ■  '  ?in  ^  dx  -  —  x"^-^  cosx  -f-  (  ;;i  —  i  )  /  x"^-^  co« x  dx, 

• ï 

/  ^•>>xi/x  —  ?inj^         ou  /  fiinxdx  ---  —  ros./*. 

On  tir.'  Je  là  /  .r'"  cosx  dx  par  un  calcul  de  proche  on  proche. 

'^  *- 

-^^^luxdc  aublienl  de  la  même  façon. 

^ous  terminerons  ces  considérations  en  montrant  comment 
on  peut  inté::r'T  des  expressions  telles  que 

imr    dr.      j  F    r.  nrr  lanz  r )dr. 
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On  trouve  de  même 

( I V"  r  2.  m 

sin*"»x  =  — cosimx cos(2m  — 2)t 

H cos(2m  —  4)^*-  •  • 

i.a 


im('xm  —  i). .  .(m 


--] 


I .2.3. . . m 
et 

(  —  I )'"  r  •    /  V  im  -\-\    ,    , 

± ^ r sinjr 

i  .'i,o. . .  m 

On  a,  par  exemple, 

cos' j?  =  -J(cos3j^  —  3  cosr), 

/  cos'iFc^j:  =  ^j  sin3x —  J  sin  j*. 

XXIII.  —  Intégration  des  fonctions  contenant  des  Ugnes  trigonon 
triques  et  des  exponentielles  ou  des  puissances  de  la  variabld. 

Les  lignes  trigonométriqiies  s'exprimant  à  l'aide  des  cxf 
nentlelles,  nous  n'avons  rien  à  apprendre  de  nouveau  5 
l'intégration  des  fonctions  renfermant  des  exponentielles 
des  lignes  trigononiétriqucs;  nous  ferons  toutefois  connaî 
la  valeur  de  quelques  intégrales,  que  l'on  rencontre  dans  c( 
taines  recherches,  à  savoir 

I  e^-^ cosbx djTj      1  c^^sïnbxdx. 
On  a 

OU  bien,  en  remplaçant  e^^~^^  par  cosfe^r  -h  \-  —  i  sinbx^ 


I  e^^^Çcosbx  -+■  / —  I  s'inbxjdx 


a  cosbx  ■+•  b  s'inbx  / a  sinbx  —  b  cosftr 

=  e^' r j^ h  ô^*^  /—  I y- 

a^-hb*  ^  a*  -+-  b^ 
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Celle  équation  se  décompose  en  deux  autres 

a  cos  hx  -^  h  sin  hx 


f 


e^^  cos  b  X  dx  =  c^* 
e**^  sin  bxdx  =:  e^^ 


a«  -i-  6» 
a  sin  6^  —  b  cosbx 


En  difleren liant  ces  équations  une  fois,  deux  fois,  etc.,  par 
rapport  à  b,  on  aura  de  nouvelles  intégrales  qui  ne  différeront 
de  celles-ci  que  par  Tintroduction  des  facteurs  x^  x^,  . .  ., 

sous  le  signe  /  . 

Les  intégrales  précédentes  peuvent  aussi  s'obtenir  au  moyen 
de  l'intégration  par  parties;  ainsi  Ton  a 

e^-^  cosbx  dx  =z cosbx -\ —   1  e^'  sinbxdx, 

a  aj 

e**^  sxiibx dx  ^  — ^sin^jr le^'cosbxdx, 

a  aJ 

d  où  l'on  déduit  les  valeurs  trouvées  plus  haut. 
Les  intégrales 

/  X"*  cos  X  dx,      j  x"^  si n  J7  dx 

^oblicnnent  facilement  quand  m  est  entier  :  il  suffit  pour  cela 
a  intégrer  par  parties;  ainsi  Ton  a 

/  x'"-^  s'inx  dx  ^-  — j7'«-ï  C0SJ7  -i-(/n  —  i)  /  x"^~^cosx  dx, 

• » 

j  cosx  dx  ~  s'inx        ou  js'inxdx—. — cosx. 

^^n  tire  de  là  /  .c"»  cos x  dx  par  un  calcul  de  proche  en  proche. 

I  ^'^^inxdx  s'obtient  de  la  même  façon. 

Nous  terminerons  ces  considérations  en  montrant  comment 
<^"  peut  intégrer  des  expressions  telles  que 

/  F(J^,  arc  «in. r)^/^:',       /  F(>,  arc  Un  g. r)  ^/.r. 
L-  —  Traité  d' Analyse,  III.  '> 


i 


66  CHAPITRE    II. 

dans  lesquelles  F  désigne  un  symbole  de  fonction  ratio 
il  suffira,  pour  être  ramené  à  des  intégrales  connues,  d 
X  =  slnz  dans  le  premier  cas,  et  x=  tang^  dans  le  j 
^intégration  par  parties  peut  aussi  parfois  conduire 
sultat;  ainsi  Ton  a 


arc  sinx.x'ox  =  —  arc  sina? — ^   1  — -  — 


v/i  —  X* 


et  Ton  est  ramené  à  une  intégrale  connue. 


XXIV.  —  Méthodes  diverses  de  quadrature. 


V intégrale   j   f[x)dx  représente  en  coordonné 


«^  j 


tangulaires  l'aire  du  segment  de  courbe j'  =f(^x)c 
entre  l*axe  des  x  et  deux  ordonnées /{x^^)  et  /(X), 


Fig.  i. 


M 


N      N* 


(T 


En  effet,  soient  {/ig-  i) 

OB  =  xo,        OQ  ^-  X,        ON  =  X, 


ON'  =  T  -^  dr 


et 


NN'rrzr/X. 


Menons  les  ordonnées  AB,  MN,  M'N',  PQ.  Vi 
rectangle  MNN'II  construit  sur  MN=;j>'  et  sur  N> 
csiydx,  Taire  du  trapèze  MNM'N'  diffère  de  MNH>î 
quantité  moindre  que  dx.M'H  ou  dx\}\,  si  Ton  supp< 
dans  rintervalle  compris  entre  M  et  M'  l'ordonnée 


toojoimoa  Atcnî^rs^  'ïniiiiiinv.    .a.  iMnrrrk  nom 
qai  esl  inbLAafcLi&afr*  «îocrt 

V.  - 

eDirc  les  lîmÊle^  x,  el  X- 

(Il  est  bien  «LcA-is  çi«:  n:*!»*  itç  rtirr^nxiDiinf  giK  sur  àfs 
cooil)es  qai  n'ont  qi>'iLD  w^jmàsr^  linijt*   àf  jciinlf  sîiiriâîcyî^ 

Autrement  :  ii  raK:crc»2*^»«i»et:  W  =  i'-r  c*  x  corrr*^ 
pondeol  raccroîis-ement  îi  H  =r  ^r  d*-  i  *-:  r^rrrtûsscmrni 

MM  ^^  =  As 

de  Taire  .\BM\:  or  A«f  diff«^  d^  SIWH,  qui  «^  èpJ 
î^  vrfx,  d'une  quantité  mc»îndre  qu**  \r  dx^  qui  e*-l  par  suhe 
"u second  ordre:  Ai/  loî-même  diîere  de  la  difftfrentielle  </» 
<^e  1  aire  cherchée  dune  qyanlilé  du  f.econd  ordre:  on  a  dc»nr 

dv  —  1  d>. 

^ux  termes  du  second  ordre  |>rè<.  eU  f>ar  suite,  celle  relation 
est  rigoureuse  (T.  I,  p.  l'io  ».  On  en  conclut,  en  inlê^ranl  de 

L  =    /     rdx, 

t  désignant  Taire  ABQP. 

Autrement  encore  :  on  a 

^u       MM'NN' 


àx  dx 
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Or  MM'N  N'est  compris  entre  y  dx  et  (y  -h  \y)dx]  don 
en  appelant  8  un  nombre  compris  entre  o  et  i, 

lu       vdx-\-^\vdx  . 

en  passant  au\  limites  et  en  faisant  \x  ^^  o,  en  tire 

dw 

on  en  conclut 

H—    l^v/lr -+- consl.  =  F(jr)-i- consl. 

Si  alors  on  suppose  l'aire  nulle  pour  x  =  Xo,  on  trouve 

o=  F(j:y)-4- consl.; 
en  faisant  x  =  X,  on  a,  au  contraire, 

U  =  F(X)-f-  const.; 
on  en  déduit,  par  soustraction, 

IJ  =  F(X)-F(^„)=   (  f{x)dx. 


*  •'*« 


Lorsque   les   coordonnées    sont  oblic|ucs,  en   appelant 
l'angle  des  a\es,  le  rectangle  MiNM'N'  est  remplacé  par  u 
parallélogramme  dont  Taire  v  sinOrfj:  est  la  difTérenlielle  i 
Taire  cherchée;  en  désignant  par  U  cette  aire,  on  a  donc 

u  —   1    f  s'in^dx. 

Supposons  maintenant  que  Ton  se  propose  d'évaluer  Taii 
d'un  secteur  curviligne  MON  {/i^-  >),  connaissant  la  relî 
lion  qui  lie  le  rayon  vecteur  0P  =  /*  avec  l'angle  0,  que  0 
fait  avec  un  axe  fixe  OX. 

Lorsque  le  ravon  vecteur  passe  de  la  position  OP  à  la  p 
sition  voisine  OQ,  Taire  MOP  s'accroît  de  la  quantité  PO 
ou,  aux  termes  du  second  ordre  prés,  OPR,  PU  désignai 
l'arc  de  cercle  décrit  de  O  comme  centre  avec  OPcommera\c 
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Pi  compris  entre  OP  et  OQ.  Le  triangle  PQR  est  en  effet  du 
second  ordre.  Nous  allons  le  prouver  :  on  a 

OP  =  r,         PR  =  rrfO,        QR  =  Ar,        PQ  <  Ar  -+-  rrfO; 

le  triangle  PQR  est  moindre  que  Taire  du  cercle  ajant  PQ 
pour  rayon,  ou  que  7:(Ar  -+-  rrffi)^,  aire  qui  est  bien  du  second 

Fi  g.  a. 


ordre.  I>a  diffërenlielle  de  Taire  du  secteur  dS  pouvant  rem- 
placer l'accroissement  de  cette  aire  aux  termes  du  second 
ordre  près,  on  aura 

^S  =  OPR  ^.  r  —  =  ^ rV/0; 

par  suite,  Taire  S  du  secteur  comprise  entre  les  directions  60 

et  8  sera 

s  =  -   /     r^c/O. 

11  esl  bon  d'observer  que  Taire  d'un  scclcur  a  pour  diffé- 
rentielle en  coordonnées  rectiligncs  rectangulaires 


En  effet, 


on  a 


{(xcIf—yfJx). 


y 

0  =  arc  laiiîT  -» 


X 


r 


-V^=»H-J-: 


ce  sont  les  formules  de  transformation  des  coordonnées  po- 
laires en  coordonnées  reclilignes-,  on  en  tire 


,f.       Tcly  —  rdx 


I 


70  CHAPITRE    II. 

d'où  l'on  conclut,  en  multipliant  par  r^  =  x^  H-^^? 

r^d^  =  xdy  — ydx. 

Or  le  premier  membre  de  cette  formule  est  égal,  d'af 
ce  que  l'on  vient  de  voir,  à  2é/S;  il  vient  donc 

^S  =  \{xdy—ydx), 

ainsi  que  nous  l'avions  annoncé. 

XXV.  —  Diverses  expressions  de  l'aire  de  l'ellipse. 
L'équation  de  l'ellipse  est 


OU 


y  —àz  -  /«*  — 


X 


1 


a 


Si  l'on  se  borne  à  évaluer  l'aire  de  la  portion  de  l'ellipse 
tuée  au-dessus  de  l'axe  des  x  et  comprise  entre  les  d 
ordonnées  correspondant  aux  abscisses  x^  et  X,  on  ai 
pour  l'aire  en  question,  l'expression 

u  =  —  I     v^a*  —  J7*  dx. 

Or  on  a 

d,x  yJa'^  —  X*  =  {  /a*  —  x^ ,  |  dx 

=  (  1  /a*  —  j:* ,  I  dx  ; 

\  )/a^  —  x^/ 

multipliant  par  -  et  intégrant  de  Xo  à  X,  il  vient 

-  (X  v/a«  -  X«  —  xo  /a»  —  ar? ) 

=  --    /     v^a*  —  x^ dx — aôfarcsin^ arcsin  — 


J-c 
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L^inlégrale  qui  figure  dans  cette  formule  eslégale  k2u;  on  a  donc 

M  =  i  -  (X  v^a*  —  X*  —  Xq  )Ja>  —  xt  )  H f  arc  sin arc  sin  —  )  • 

*a  '  ^  1  \  a  a  I 

Si  Ton  fait  x©  =  o,  X  =  «,  on  aura  l'aire  du  quart  d'ellipse 

ah  7w        Tzcih 
li    '1  4 

et  Taire  totale  de  l'ellipse  est  égale  à  Tzab. 
L'équation  polaire  de  l'ellipse  rapportée  à  son  foyer  est 

p  b*  c 

I  —  ccosO  ^        a  a 

Taire  d'un  secteur  sera 

e 


(0 


^0 


Bien  que  l'on  puisse  effectuer  cette  intégration  sans  faire  de 
changement  de  variable,  nous  substituerons  à  l'angle  6  l'ano- 
malie excentrique  ç.  Le  rayon  vecteur  r  est  donné  par  la 

formule 


(î) 


r  = 


rt*  —  CT 

a 


^  désignant  l'abscisse  comptée  à  partir  du  centre  ou  acos^; 
<>"  a  donc 

•^)  r  =  «(r  —  e  coscp); 

d  ailleurs  l'ordonnée  s'exprime  au  moyen  des  formules  b  sincp 

'^«rsinB,  ainsi 

b  sinc3  =  rsinO; 

doù  Ton  conclut 

.    .       b    .  bs\i\'o 

sin  0  =  -  sinî)  = 


(4)  V  ./ 

J     .            r    ,    t,              6sinO 
f  smo  =  j-  sin  0  = -^ 

\         ^       b  a{i  —  ecosO) 

•5^(4)00  tire 

b  do 


a(i  —  e  coso) 


j 
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et  par  suîlc,  en  vertu  de  (3), 


=  J  ab(i  —  ccosïp)aç; 


l'aire  du  secleur  devienl  alors 

ab 


M  =  /  (l  —  «  COStp)cfç 


OU 


ab  .  .      . 

M  =  —  (<p  —  esin<p), 

à  une  constante  près.  Si  Ton  désigne  par  ç©  et  ^  la  val 
de  ç  pour  6  =  6©  et  6  =  0,  on  aura 

M=  —  [*  —  <pj — e(sin*  —  sinoo)]. 


XXVI.  —  Aires  de  rh3rperbole  et  de  la  parabole. 


L'hyperbole  rapportée  à  ses  asymptotes  a  pour  équatioi 

on  en  conclut  que  l'aire  du  segment  d'hyperbole  com| 
entre  une  de  ses  asymptotes  et  deux  parallèles  à  l'autre 


sinO  =  A*  sin  0  loc—  > 


6  désignant  l'angle  des  asymptotes,  et  Xq^  x  les  abscisses 
parallèles  qui  terminent  le  trapèze  curviligne  dont  on  vi 
d'évaluer  l'aire. 

L'aire  de  l'hyperbole  équilatère  comprise  entre  une  as 
ptotc,  une  perpendiculaire  à  cette  asymptote  menée  pa 
sommet  et  une  autre  perpendiculaire  menée  à  la  dislanc 
du  centre,  est  précisément  le  logarithme  népérien  de 
quand  on  prend  pour  équation  de  l'hyperbole  xv  =  i . 
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Evaluons  encore  l*aîre  d'un  «ecteor  hi  pi?Tiioli<|u*>    OM.\ 


Flz,  3. 

I 


A     P 


(fiff.  3)  compris  entre  le  grand  z\e  et  an  rajon  vectear  lisu 


de  l'origine.  Soient 


x  =  a •        r  =  o 


'es  équations  de  Fhvperbole;  la  difiTérentielle  //S  du  sectear 
est  donnée  par  la  formale  (p.  70) 

ou  bien 

•^  L\      ^      /       •.      -^      /  J    •       a     * 

^"  en  conclut,  en  intégrant  de  manière  que  l'aire  soit 
comptée  à  partir  de  OA  et,  par  suite,  de  manière  à  s'annuler 

b  =  -    /     ao  a-:,  =  —  s. 

ï^seclcur  S  est  donc  proportionnel  à  l'angle  f-;  dans  l'iivper- 

Wcéquilatère  JT- — y'=  «^  il  lui  est  égal.  Le  sinus  et  le  cosi- 
nus hyperboliques  de :5  sont  donc  les  coordonnées  d'un  point  de 
l'hyperbole  équilatèrex*  —  r-  =  i ,  correspondant  au  secteur 

daire-»  absolument  comme  le  sinus  et  le  cosinus  ordinaires 
2 

de ^  sont  les  coordonnées  d'un  point  du  cercle  X'-r-y'=  1 
correspondant  au  secteur  circulaire  d'aire  -• 
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Enfin  Taîre  d'un  segment  hyperbolique,  tel  que  AMP,  e< 
donnée  par  la  formule 

b    r""  / . 

u=  ^   I     s/x^  —  a* dx. 

On  pose 

b    r'  r«  — rt«    j 
u=  -   I  .  dx; 

or  on  a 

d,x  >jx^  —  a'  —  y/^»  —  a"^  dx  -^ — , 

—  é/a5log(j7-4- v^j7*  —  a*); 


(') 


y  jr*  —  a 
on  en  conclut 


I  =  ix  J.rt  —  a^H \os(x -h  Jx^  —  a*). 

La  formule  (i)  donne  alors 

6/,        /— <7»        r-+- y/j^»  — a*\ 

-  ab .      I X        r\ 

Rien  n'est  plus  facile  que  d'évaluer  Taire  d'un  segment  < 
parabole  compris  entre  une  tangente  et  une  parallèle  à  cet 
tangente;  en  effet,  la  parabole  rapportée  à  une  tangente  et  i 
diamètre  du  point  de  contact  a  pour  équation 


ou  encore 


x^ 


y-Tp' 


on  en  conclut,  pour  l'aire  comprise  entre  le  point  de  conlac 
Taxe  des  x  et  l'ordonnée^-, 

/sinO  —  cù:  =  ;—  sinO  =  —-  sinO; 
ip  dp  3 

on  en  déduit  aisément  que  Taire  du  segment  est  les  deux  tic 
du  parallélogramme  circonscrit. 
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XXyn.  —  Exemples  diTert. 

Lorsqu'une  courbe  est  telle  que  ses  coordonnées  sont  fonc- 
vîons  rationnelles  d^un  même  paramètre,  on  peut  en   tirer 
parti  pour  évaluer  son  aire.  Considérons,  par  exemple,  le 
(olium  de  Descartes 

x»^-^» —  3aa^  =  o; 
en  posant 

on  trouve    • 


Zat 
x= -, 


y  = 


1-+-/» 


dx=Zadt >         Y€b:=- -di: 


00  a  de  même 


a—  I» 
xdjr  =  9a'/'  -: ^-1  di. 


(1-^/»;» 
11  en  résulte,  pour  Taire  du  secteur. 


i  •' 


e/S  =  i  gaU^  , ?-—  di 


OU  bien,  en  posant  t^  =  1/, 


dS  = 


3  a*        du 


on  en  conclut 


2    (1-+-11)*' 


1  3a« 

2  I  -H  tt 


consl. 


Si  Ion  fait  m  =  o,  on  aura  S  =:  o  si  Ton  compte  le  secteur  à 

3  a* 
partir  de  Taxe  des  x,  et  alors  la  constante  se  réduit  à  — ;  on 

a  donc 


~"    2        2  I  -4-  tt 


Si  Ton  fait  /  =  00  ou  m  =  00  ,  on  a  l'aire  de  la  demi-boucle 


À 


76  CHAPITRB    II. 

o    9 

du  folium  S  =  — :  l'aîrc  de  la  boucle  entière  esl  donc  Za 

a 

La  cycloïde  a  pour  équations 

r  =  a{u  —  sin/i),        v  =  a(i-7  cosm): 

on  en  conclut 

ydx  =  a^{\  —  cos  u  y  du 

ou 

rdx  =  a^{i  —  2  cos  m  -f-  cos*  u  )du 
ou 

ydx  =  a*(i  —  2  cos  M  -h|  -4-  Y  cosa  «i)fl^ii; 
d'où 

/    ydx^à^lu  —  asinii -h  - -T-{sina// j 
ou,  si  Ton  veut, 

/   ydx  =^  a^{\u  —  2  sinw -4- J  sinaM). 


«-  0 


Si  l'on  fait  x  =  'ma  ou  u  =  ai:,  on  a  Taire  totale  Zni 
La  dé\'eloppée  de  VelUpsc  a  pour  équation 


1  A         i 


on  peut  remplacer  celle  c(|ualion  par  les  deux  suivantes 


C'    .  r* 

x  =  —  sin'î5,         y  —  -r-  cos'ç, 


cl  Ton  a  alors  pour  Taire  de  la  courbe 


ydx=  I  — r- cos^o  sin'oe/'i. 
^  J    iib 


L'aire  totale  s'obtiendra  en  faisant  varier  o  de  o  à  a?:;  ai 
elle  sera  donnée  par  la  formule 


3  c»    r 
ab  ,L 


Ï7C 

cos^o  s\n^odo 
0 
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Si  l'on  met  celle  inlëgrale  sous  la  forme 


3cv     -«'^ 
ab 


et  si  l'on  remplace  cos'tp  et  cos*y  par  leurs  développements, 

cos^o  :=   ^  [cos4o -+-4  cosatp] -+- I, 

cos*  ©  =  jL  [  cos  6^4-6  cos  î  »  -+-  1 5  cos  a  ç  ]  -H  ^ , 

on  trouve  pour  l'aire  cherchée  l'expression 

8    «6' 

Conchoides.  —  Soient  r  =^1/(6)  une  courbe,  r  z=ia  4-/(9) 
sa  conchoïde;  on  a,  pour  l'aire  d'un  secteur  S  de  conclioïde, 

2  S  =  (6  —  eo)aî  -h  2af/(^)d^  -^SP{^)d^' 

Or  ^  ff^{^)d^  est  l'aire  du  secteur  de  courbe;  en  l'appe- 
lant 2,  on  a,  pour  le  double  de  la  portion  d'aire  comprise 
entre  la  courbe  et  sa  conchoïde, 

pour  le  cercle,  on  a 

/•  =  2  K  cos  0, 

donc 

28  —  22  =  «2(6  — Ou)  — 4aR(sine  — sineo); 

pour  ^o  =  o  et  B  =  •-  >  on  a 


2S  — 2I  —  '-  a*—  iaR. 
•2. 


TutioniiME  DE  Dlpi>.  —  Si  aa'  est  une  sécante  détachant 
flans  une  courbe  un  segment  d'aire  constante,  cette  droite 
emeioppera  une  courbe  qui  la  touchera  en  son  milieu. 
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En  effet,  Taire  boa  {fig-  4)  est  égale  à  Taîre  V oci ^  en  sup- 
posant que  6^' soit  une  position  de  la  sécante  voisine  deoo'; 

Fig.  4. 


donc  fco.aosino  =  f/'o.a'osino,  donc  bo.ao  =  b'o.a!oon 


ao  =  a! o  ,  donc  enfin  oa  =  oa! .  c.  q.  r.  d. 

Théorème  de  Holditch.  —  Nous  démontrerons  encore  le 
théorème  suivant  de  M.  Holditch  : 

Menons  dans  une  courbe  fermée  C  {fig*  5)  une  corde  de 
longueur  constante  MN  =  l-\-  l';  le  point  P  qui  partage 

Fig.  5. 


cette  corde  en  deux  parties  MP  =  /,  PN  =  /'  décrit  une  cer- 
taine courbe  G;  l'aire  comprise  entre  C  et  C'est  égale  àizlV. 

Soient  S  Taire  de  la  courbe  donnée,  a  Taire  de  la  courbe 
lieu  des  points  P,  et  (t' Taire  de  la  courbe  enveloppe  de  MN 
et  lieu  des  points  Q  où  MN  touche  son  enveloppe;  soit 
NQ  =  r  :  on  a 

S-(j'=-    /       r^c/e, 

0  désignant  Tangle  que  MN  fait  avec  sa  position  infinimen  t 
voisine.  On  a  aussi  d^ailleurs 

Ali 


-<j'=  i    r    (/  +  /'_r)*^/0; 
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en  égalant  ces  deux  valeurs,  on  tire 

d^un  autre  côté,  on  a 

d'où 

ainsi  que  nous  Tavions  annoncé. 

XXYin.  —  Longaenr  de  quelques  arcs. 

On  ne  peut  pas  exprimer,  en  général,  sous  forme  algébrique , 
Tare  d'une  courbe  du  second  degré;  on  ne'pent  pas  non  plus 
l'exprimer  à  l'aide  des  fonctions  logarithmiques  ou  circu- 
laires. Toutefois  la  parabole  fait  exception  à  la  règle.  Si  l'on 
pose 

il  vient^  en  appelant  s  l'arc  compté  à  partir  du  sommet, 


xdr  .  r-T—^ 7— z         .     .    /  -r^ 

7* 


dy=- ,         ds  =  ^dx'-  -^  dy-  =  dx  4  /  i  -~ 


OU 


Or  on  a 


=/v/'-7''''- 


rf.i-l/i-T-—  =/l/i-+-  —  -t--_^  —  ^  \  dx 

■XT*  /  1X'- 

I  -i I    a-i T- 


rfx  = 


7' 


"^-^         VA/-7'     V' 
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on  en  conclut,  en  intégrant, 


X 


^,^^=„_^iog(f-H^.+£;)+c. 


Si  l'on  fait  a:  =  o,  on  a  5  =  0  et  la   constante  est  nulle; 
on  a  donc 


a 


=iV-j-:-f^-;-»/^) 


Arc  de  cycloide.  —  Des  équations  de  la  cycloïde 

jr  =  a(a  —  sina), 
Y  =  a(i  —  cosa), 
on  tire 

dx  =  a(i  —  cosu)duy        dy  =  asinudUf 

ds^  =  dx^  -^  dy^  =z  à^i^i  —  2  cos u )  dii^  =  4 «* sin*  -J  u du^ ; 

un  en  conclut 

ds  =  2a  sin  \  udu 

et,  au  signe  près, 

Coinraenrons  à  compter  l'arc  à  partir  du  point  le  plus  liaii*^ 
de  la  courbe,  alors  ?/  =  7:  et  s  ■=  o  ;  donc 


par  suite  c  ■=  o,  et 


o  =  4  û  cos  — h  r  ; 
1 


s  =  \a  cos^  ti. 


Cette  longueurs  esl  égale  au  double  de  la  portion  de  tangenl<^' 
menée  par  l'extrémité  de  Tare  et  terminée  à  la  tangente  inen<'^<-- 
par  le  point  le  plus  élevé  de  la  cvcloïde,  ainsi  que  Ton  s'ei» 
assure  en  faisant  la  figure,  et  en  observant  que  la  corde  di> 
cercle  générateur  tangente  à  la  cycloïde  est  précisément 


2  a  cos J  u. 


y  est  égal  à  a  (i  —  cosu)  ou  à  iasin-^  u.  Si  l'on  prend  alor^ 
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30ur  axe  des  x  la  tangente  multiple  de  la  cycloïdc,  on  aura 

V  =  a  (^  I  -h  cos  u  > 
ou 

d^où  Ton  conclura 

Ainsi,  l'on  peut  dire  que,  dans  la  cycloïde,  Tordonnc^e  est 
proportionnelle  au  carré  de  Tare. 

Arc  de  chaînette,   —  La  chaînette  est  une  courbe  dont 
Tare  peut  s'obtenir  avec  assez  de  facilité  ;  son  équation  est 

my=  ^ ; 

on  trouve 


on  a  donc 


dx^ 
dx^'^dy^=  — -  (c»'"-**+ e--«'«'-t- •/) 

4 


ou 


ou 

ds  =  \dx(^e'^^ -^  e -'"•*■) 
et,  par  suite, 

5  =  (^wx_g-//ix) 

ini 

sans  ajouter  de  constante  si  Ton  compte  les  arcs  à  partir  du 
point  le  plus  bas  de  la  courbe. 


On 


5»=  -î- (e*'"^-i-e-»'"^— «i), 
L.  —  Traité  dAna/yse,  III.  ti 


â 
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on  en  conclut 

•^  m* 

11  en  résulte  que  l'ordonnée  est  Thypoténuse  d'un  tr 
rectangle  dont  l'arc  serait  un  cùté  et  dont  l'autre  côté 
constant  et  égal  à  l'ordonnée  minima  de  la  courbe. 

XXIX.  —  Quelques  aires  et  quelques  arcs  en  coordonnées  pi 
Spirale  logarithmique.  —  Son  équation  est 


lO. 

on  a 


r   -  tf e""  , 


et,  par   suite,  l'aire  du  secteur  est  donnée   par  la  fo 

, h  const. 

I  m 

L'arc  est  donné  par  la  formule 

oti  

ds  =  a^i-h  m^C'^e/B, 


/i 


ni 


i 


s  =  a- —      — c'"^-T- consl.; 
ni 


il  peut  donc  se  niellre  sous  la  forme 


— . —  r-h  const.; 


l'arc  compté  à  partir  du  pôle  est  fini  et  égal  ai/ —  - 

Lemniscate,  —  La  lemniscatc  a  pour  équation 

r  —  a  y/cosa  Ô  ; 
donc 

/a*   r  «' 

r'rfO  =  —  /  cosaOc^O  —  --  sinaO  -4-  const. 
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Si  l'on  veut  l'aire  d'une  boucle,  il  faudra  intégrer  de  —  ^ 

a  +  -,  et  alors  on  aura  —  2  ou  — 
4  4  a 

L'arc  de  lemniscate  ne  peut  pas  s'obtenir  en  termes  finis, 
en  d'autres  termes,  ne  peut  pas  s'exprimer  au  moyen  des 
signes  ordinaires  de  l'Algèbre,  y  compris  les  signes  log,sin, 
ces, etc.,  employés  en  nombre  fini. 

Limaçon  de  Pascal.  —  11  a  pour  équation. 

r  =  a{i  —  CCS 6)  =  aa  sin*  j^\ 

c'est  par  conséquent  un  cas  particulier  de  la  conchoïde  du 
cercle/*^  —  acos9.  Son  arc  et  son  aire  s'expriment  facile- 
"lent  sous  forme  finie  ;  d'abord  l'aire  est  égale  à 

-    Cr^M=  —   Ai  — ticose-i-cos«6)cW. 

î!>i  nous  voulons,  par  exemple,  Taire  totale,   nous  intégre- 
'"ons  de  o  à  tc  et  nous  doublerons  le  résultat;  nous   aurons 
3*"si|7:a^,  ce  qui  est  presque  évident  par  des  considérations 
géométriques. 
L'arc  ds  est  donné  par  la  formule. 

ds^  =  2a«(i  — cosO)t/Ô2rrT  4a2sin2^eûroS 

d'où 

ds  —  iai\ïï\^d^\ 

^^  en  conclut,  en  intégrant  de  o  à  8,  et  en  comptant  les  arcs 
^  partir  de  l'axe  polaire, 

s  =  —  \a  cos  J  0  -r-  4  «» 

'Ormule  qui  permet  de  construire  très  simplement  l'arc  du 

''«îaçon. 

XIX.  —  Sur  quelques  courbes  dont  l'arc  peut  s'obtenir 

en  termes  finis. 

Dans  les  œuvres  posthumes  d'Euler,  on  a  trouvé  les  équa- 
tions de  toute  une  série  de  courbes  dont  l'arc  peut  s'exprimer 
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SOUS  forme  Gnie.  Depuis,  A.  Serrel  a  fait  connaître  toutes 
courbes  algébriques  dont  Tare  peut  s^obtenir  en  termes  fl 
(t.  XXXV  du  Journal  de  V Ecole  Polytechnique). 
Voici  les  formules  données  par  Euler 

X  =  ^'(6)  cose  -^  ^'(6)  sin6, 
V  =  i{/'(6)  sine  —  i^'(6)  cos6; 


on  en  tire 


c'est-à-dire 


É«r'  =  ^*(e)cose-+-^'(e)cose, 
dy  =  i}/"'(e)  sin  e  -+-  ^'(^)  «în  e. 


donc,  en  appelant  5  Tare  de  courbe, 
et,  par  suite, 

#  =  4;'(e)-t-i}/(e)-Hconst. 

On  peut,  par  exemple,  prendre 

X  =  —  m*  sinmBcosO  ■+-  mcosmO  sin6, 
y  =  —  m»  sinmO  sinO  —  /iicosmO  cos6, 

et  Ton  aura  une  courbe  algébrique,  si  m  esl  entier. 


EXERCICES  ET  NOTES. 


1.  Soit  ~ — ^  une  fonction  rationnelle,  la  formule  (3)  de  la  page 
donne,  en  l'intégrant, 

r  f{T)d.r       v^         I  d^-^    r/v,    M      . 
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1  Posons 


-=/ 


T^  flr 


^ax*  -H  2  bx  -j-  c 


00  a 


ma  ma  ma 


^•=  -plog(jr/â-i--7=  "^*^)        sia>o, 


A^=  —- arc  sin— — 

V'  —  a  ^b^  —  oc 


sia<o, 


^-    Si  l'on  pose 


^°aura 


„   _  R       b 


=--a) 


X«,,;,=  y  x«(a-»-6x")/»rfr, 


"^"^Ura  aussi 


(/w  -r^pn  -r-  i)X;„,p  —  apn\,„^p^i  =  x'«-^»(a  -f-  ^x»)/». 


*•     Si  l'on  pose 


rfx 


r  =  X 

J  {ax*-^^bx  -{-c)P         ''* 


on  c^ 


ax-*-h  ^P /im  \v 

^^  (^ax^-^iox-^  CjP  ^  *^        a  '^ 


XI                           ax  -^  6 
I  =  -  arc  tang— • 


si6» — ac  <o, 


x,= 


,      ax-^b  —  sjb^  —  ac  . , ,  ^ 

loff SI  6* — ac>o. 


2a  /6'  —  ac       ax  -+-  6  -h  y/^*  —  ac 
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5.  On  trouve  :  i°  en  supposant  n  pair. 


sin^roj:  = I  sin» 


/  COS'*Xfl^j:=  ' cos'»-*^ 


n  — -2 

3  5. .  .(/i  —  3)(/i  —  0 

2.4. .-(/i  —  4)('*  —  î*) 
1.3. .  .(n  —  3)(/i  —  i) 

a .  4 . . .  (  1  —  .*  )  /i 

n  —  I 


sinj" 


r. 


cos"  -'t  -h. . . 


n  — 2 

3 

a 

1 .3. . .  f/î  —  3)(/i  —  I) 


.5. .  .(/i  — 3)(n —  i)  1 

^^ C0S2*  I 


•j». . .}   . .  { /i  —  2  )  /i 


^, 


-  tnng:''-*j^        tanîï'»-'.r 

tanc^j-ajr  = ^^ : h.  ..±:  tanff x  ^pa", 

°  /i  —  1  /i  —  3  ° 


/ 

/*  ,  rot"-*        coi«-'a: 

I  coforax  — 1 . .  .±:  cotxq;:  t, 

J  n  —  \n  —  3 

Z'                         sinj-   r    . 
/  sec'^xax  = sec" 


-*r  -^ scc'»-'jr-+-. .  . 

/I  —  3 

2  .  4  .  .  .  (  /î  —  4  )  C  /I  —  2  )      . 

secT 


1.3. ..(n  —  5)(/t  —  3) 

/*       ,  ,  co«.r  r        ,        ,  /î  —  2 

/  cosec'»j'ajr= •    cosec" -*j"-4- r  cosec^-'j^-!-. . . 

J  n  —  i  L  "  —  3 

2.4  . . .  (f^ — ^"^         .      1 

H .z —  cosec  J*    ; 

i.3...(/i  —  S)  J 


] 


2°  En  supposant  /i  impair, 


«xH sin"-'^jr -4- 

n  —  2 


2 


2 


/,               cos.r  r  . 
sin^ira-r  = sin" 

1.  \, , .( n  —  3)(/î  —  i)l 
i.3...(/i  —  4)('i  — '>')! 

/,         sinr  r            .           n  —  i 
cos'*xax=  cos^-^j^-t 
ni                      n  —  i 

2 . 4 . . .  f  /*  —  3  )  (  /i  —  1)1 

1 . 3 . . .  (^  /é  —  4 ,)  (  ^  —  2)  J  * 

r  ,  tanK""*.?"       tan":"-'j'  ,    tanir'j'   ,   , 

/  tan?r«xa.r  —     - ;i \- . .  .riz dz  logcosT 

r  ,  rof-^r        cof— "^J-  rot'.r       , 

/  QO\."xdx  — ! — h. .  .1*1  qzlogsina- 

,/  n  —  \  n  —  i  ^2° 
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* 


n  — I  L 


ji  —  S 

a.4...   m—i  J 

1.3 •  Jt  —  1  ' ,  /x      X 

1.4...    Ji— I  '^  -      a         4 

m  —  3 


3.5...   ji  — «. 


«-4 '  «  —  3- 

1.3 m  —  i  i 


•*? 


».4 *  —  1 

Oo  peot  calculer  riotêgrale  de  co«*x  ec  de  sîd'x  ea  mBplaçaat  ce« 
<{aaotités  par  leors  déTeloppemeats  ea  svite  de  siaas  oa  de  cosîaas 
<i*arcs  en  progression  aritliiDétiqae:  ea  égalaat  alors  les  rêsaltaU 

iroavés  ainsi  aax  précédents^  pais  ea  faisant  x  =  ooa  x=r  -y  on 

obtient  des  identités.  Poar  que  cette  méthode  réassis^.  il  faot.  biea 
eoteodo,  que  les  constaates  arbitraires  soient  égales  de  part  et  d'aatre. 

6.  Troarer  la  limite  poor  n  =  oc  de 


I 


n        n  —  I  pn 


r'^       dr 
=  log/>. 

'-  Trouver  la  limite  pour  /i  =  ac  de 


pn        pn  —  1        pn — a  y#i 

8.  Soit 

/n'/i  —  I  '  n  —  o'i'/i-^  i —  I  ■ 

^^(n  .  = . , 

i.2.i I 

irouver  pour  /i  =  oc  la  limite  de 

•*•  Par  un  point  du  plan  d'un  cercle  ou  même  des  rayons  vecteurs 
^'^utissant  aux  sommets  d'un  polvî^one  ré;;ulier  inscrit,  on  demande 
'  évaluer  la  moyenne  des  carrés  des  droites  ainsi  menées  lorsque  le 
"onibre  des  côtés  du  polygone  augmente  inJéûnimcnt. 
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10.  Discuter  les  courbes  ayant  pour  équations 


-/ 


'  e'  —  e-' 


0 


dx, 


•/o 


-cbr, 

X 


11.  Trouver  Taire  d'un  segment  de  chaînette  limité  par 
et  par  une  droite  perpendiculaire  à  son  axe.  La  chaineti 
équation 

•^        2  /n  ^ 

12.  Trouver  Taire  comprise  entre  la  chaînette 

efnx^  e-mx 


y  = 


im 


sa  développante  (tractrice)  et  une  tangente  quelconque  à  la  ( 
La  développante  sera  choisie  de  manière  à  être  symétrique 
port  à  Taxe  des^,  en  d'autres  termes  on  suppose  qu'elle 

la  courbe  au  point  x  =  o.  y  ~  —  • 

13.  Trouver  Taire  totale  comprise  entre  la  tractrice  et  T 
(voir  Texémple  précédent). 

14.  Trouver  Taire  d'un  segment  de  cissoïdc 

x{x^~\-y^) —  'xoy^  =  o. 

15.  Trouver  Taire  d'un  segment  de  slrophoïde 

x{x^'jfy^)-T-a{x^ — y^)  =  o 

et,  en  particulier,  trouver  Taire  de  la  boucle  de  cette  courl 

16.  Évaluer  Taire  comprise  entre  un  arc  d'épicycloïde  qi 
et  le  cercle  de  base. 

17.  Trouver  des  épicycloïdes  dont  Tare  puisse  se  calculer 
des  fonctions  algébriques,  logarithmiques  et  trigonométrie 

18.  Trouver  la  longueur  de  Tare  de  la  courbe/*  =  tnx^  er 
<les  coordonnées  de  ses  extrémités. 

19.  Trouver  Taire  comprise  entre  Thypcrbole,  sa  déve 
deux  de  ses  normales  en  fonction  des  distances  des  pie 
normales  aux  asymptotes. 
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I.  ^  Calcul  direct  de  qaelfees  mtcgnles 

Pour  calculer  la  valeur  d'one  inté^rzle  définie,  il  semble 
<|u  il  Q  V  ait  qu*à  appliquer  la  formule  ^'p.  al  ) 

comme  nous  l'avons  toujours  fait  jusqu'ici.  ^lais.  outre  que 
cette  formule  (dans  des  cas  rares,  il  est  vrai)  est  parfois 
'nexacte,  pour  que  l'on  puisse  Templover  avec  succès,  il  esi 
nécessaire  de  connaître  la  fonction  /•  j:  *,  c'est-à-dîre  Finté- 
grale  indéGnie  def(x)dx. 

L'objet  de  ce  Chapitre  est  surtout  d'indiquer  des  méthodes 
permettant  de  calculer  la  valeur  duoe  intégrale  définie,  dan> 
le  cas  où  Ton  ne  pourrait  pas  calculer  Tintégrale  indéfinie 
correspondante. 

Nous  commencerons  toutefois  par  faire  quelques  applica- 
tions de  la  formule  (  i).  On  a 


/ 


jT'^  dx  =  


m  —  I 

donc 


r 


x"^  dx  = 


•  0  ''i  ^  > 


On  a 

I  cosxdx  =  sïnxj  l<inxdx= — cos-r, 
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d'où  Ton  conclut 


1C  IZ 


Jf     cosx  dx  =   I     sinxdx  =  i, 
0  *M> 

'      cosjrrfj7=o,  /      sina?é/j:  =  2, 

on  a 

yÇ  =  '°g^.        donc        /   $  =  '"g^ 


Voicî  quelques  intégrales  dont  la  valeur  doit  être  conn 
on  trouve,  quand  m^n, 

(i)  cos/na:cos/iJ*  —  j  cos(m  -h  n)x -h^  cos(/n  —  n)x,, 

en  intégrant  de  a  à  a  4-  211, 


i 


,         I  ?in(/?i -h  n)(a-l- ar)  —  sin(m-i-^ 
cos  m  jr  cos /i  a:  aj:  = 


2 

1 

I  sin(/n  - 

m  -r-  n 

—  n)(7.  H-  'iit)  —  sin( 

m  — 

1 

cos(/n  -+-  n 

m  —  n 

)(a  -+-  t)  sinCm  -f-  n 

)7: 

j- 

cos  (  /n  — 

m  H-  /i 

-  n)(a  -}-Tr)sin(/n  — 

/l)7t 

m  —  n 


quand  m  et  w  sont  entiers,  ce  qui  est  le  cas  ordinaire 
applications,  on  a 


^OL+ITZ 

I  cosmxcosnx  dx  =  o\ 


de  même, 


OL-^ITZ 


/  sinmar  sin/ia^rfr  =  o, 


i 


a 


Quand  77}  =  71,  la  formule  (1)  a  encore  lieu;  mais  cos  (m  — 


L^ 
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est  égal  à  l'unité  et  alors  on  trouve 

/  cos^mx  dx  =  ir, 

*-  a 


9' 


/  s'm^mxdx  =  tt, 

*  a 


j  s'inmx  cosmx  dx  =  o. 

*■  ai 

Ces  formules  permettent  d'établir  un  théorème  important. 
Si  Con  a,  quel  que  soit  x^  V égalité 

-«- £»i  «inx -f- 6j  sinaJ^ -4-...  j       \         -+-  61  5in:r  H-6'j  sin2^ -+-. . ., 

on  aura  nécessairement  a  ^^  =  d^,  .  .  . ,  rt/  =  a\y  .  .  .  ,bi==  b\, 
le  nombre  des  termes  de  chaque  membre  étant  supposé 
limité. 

Pour  démontrer  ce  théorème,  il  suffit  de  multiplier  les 
deui  membres  de  la  formule  précédente  par  cosmx  rfx  el 
d'intégrer  entre  les  limites  o  et  a-ir;  on  a  alors 


TZOfn  =  'ÏÎÛ//I  OU 


(l/fi  —   f^m' 


On  verrait  de  même  que  bm  =  b'^. 

Voici  une  autre  application  des  mêmes  formules  :  on  a,  en 
sapposant  m  entier, 


cos'"x 


=  — [ 


m 

cosmx -\ cos(/?i  —  a)x 

I 


m  {m  —  I  ) 


1 .2 


cos(m  —  \)x  4-. 


00  en  conclut 


]■■ 


J1C 


coi"^xco%mxdx  =  — ^^> 

2W-1 


f 

•-  0 

1      cos'^a-  cos(  m  —  2)^  dx  =  ; 

•  0  '- 


I 
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II.  —  Dei  intégrales  définies  singnlièras  de  Ganchj. 

On  appelle  intégrale  définie  singulière,  d'après  Cauchr,  .1 
une  intégrale  de  la  forme 


L 


dans  laquelle  e  et  s'  sont  infiniment  petits,  mais  de  mêmes 
signes,  et  dans  laquelle  a  est  une  valeur  de  x  qui  rend/(x) 
infini;  on  suppose  d'ailleurs /(x)  fini  entre  a  —  s  et  a— i'. 
La  considération  de  ces  intégrales  est  très  utile,  comme  os 
le  verra  tout  à  Theure,  et  il  importe  de  donner  des  règles, 
sinon  pour  les  calculer,  au  moins  pour  décider  si  elles  sont 
finies  ou  infiniment  petites.  Ces  règles  reposent  sur  le  thèo* 
rème  suivant,  qui  est  d'un  fréquent  usage  : 

Théorème.  —  Soit  G  une  quantité  comprise  entre  la 
plus  grande  et  la  plus  petite  valeur  que  puisse  prendre 
/(x)  quand  x  varie  de  x©  à  X;  on  a,  en  supposant  la 
fonction  ç(x)  toujours  positi^'e  ou  toujours  négative  entre 
les  limites  en  question, 

(I)  f  f{xy.{x)dx  =  0  f    ^{x)dx, 

et  si/(x)  est  continu  entre  les  limites  X  et  j:, 

<^)  /    /(xy^{x)dx=zf(x^-^^\^xo)  f  ^{x)dx, 


0  désignant  un  nombre  compris  entre  o  et  i. 

Soient,  en  effet,  M  le  maximum,  m  le  minimum  de  /(x) 

entre  X  et  Xo,  il  est  clair  que  /    /{x)rf(x)dx  sera  compris 
entre  les  expressions 

X  x»X 


*-  .r. 


/»X  /• 

/     mo(x)dx  =  m   1     ^{x)dx 
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t 

r  G    /       ^{ûr^dx  est  précisément  l'expression  des  quantités 

omprises  entre  les  deux  précédentes. 

11   est  clair  que,  si  /{x)  est  continu,  il  passera  par  la  va- 
eur  G  entre  x©  et  X,  et  que,  par  suite,  G  est  de  la  forme 

''(jr^-H  QX  — x),  6  étant  compris  entre  o  et  i,  ce  qui  dé- 


non  tre  la  formule  (2). 

Il  est  difGcile  de  donner  des  règles  absolues  pour  le  calcul 
les  intégrales  singulières,  mais  le  théorème  précédent  sera 
soavent  d^un  grand  secours. 

Par  exemple,  nous  voulons  savoir  si  l'intégrale  singulière 
saivante  est  nulle 


X 


^  cosar     , 


\     s\n^x 
on  la  mettra  sous  la  forme 


/ 


e' 


v/icosar  dx 


oa,  en  appelant  \  une  valeur  de  x  comprise  entre  e  et  e'. 


û 

sin 


»nv?  J t     V^  sid/Ç 


le  facteur  hors  de  la  parenthèse  est  fini  et  égal  à  2  pour  Ç  =  o, 
le  second  a  pour  limite  o  :  notre  intégrale  singulière  est  donc 
nolle. 

Xhéorème  I.  —  Soient  ol  un  exposant  plus  petit  que  un, 
of  ^)  une  /onction  de  x  qui  reste  inférieure  à  une  quan- 
tité fi^^  pour  des  valeurs  de  x  voisines  de  a;  l'intégrale 
singulière  ^^ 


/ 


y(j^) 
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est  nulle  quand  on  suppose  s  et  e'  infiniment  petits  et  de 


même  signe. 


On  raisonnera  en  supposant  e  et  e'  positifs;  alors,  appe- 
lant M  la  plus  grande  valeur  de  ^{jc)  quand  x  varie  de  ai 
a  4-  e',  on  aura 


"■+•2'         _  /  ^  \  /»  «-»-£' 


ou 

/--- _5(x^  _M_ /_j i_X 

(  )uand  e  et  e^  tendent  vers  zéro,  le  second  membre  de  celle 
formule  tend  vers  zéro,  et  par  suite  notre  intégrale  singulière 
elle-même  tend  vers  zéro.  c.  q.  f.  d. 

Théorème  II.  —  Soient  t.  un  exposant  plus  grand  que 
un  ou  égal  à  un,  y  (x)  une  fonction  de  x  qui  reste  supé- 
rieure en  valeur  absolue  à  une  quantité  fixe  et  qui  ne 
change  pas  de  signes  pour  les  valeurs  de  x  voisines  de  ai 
l *  in  tègra  le  singu  Hère 


L 


«-4-e      ^  ^ 


peut  être  rendue  aussi  grande  que  l'on  veut,  en  choisissant 
convenablement  z  et  z' . 

Nous  raisonnerons  dans  riiypothèsc  où  s  et  s'  sont  positifs, 
et  où  îp(x)  est  positif.  Appelons  m  la  plus  petite  valeur  de 
cp(e)  quand  X  varie  entre  a  et  a  -h  e';  on  aura 

si  a  1^  I ,  il  viendra 


/ — rt:  ^    m  lOff- 


(x  —  a)^  '    "-.-b  ^ 


qui  sera  aussi  grand  que  Ton  voudra  quand  s'  sera  suffisam- 
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ment  petit;  a  fortiori,  notre  intégrale  singulière  pourra-t-elle 
être  rendue  aussi  grande  que  Ton  voudra  si  a  ^  i . 
Par  exemple,  Tintégrale  singulière 


X 


^*  e'djr 


yTx 

est  nulle;  au  contraire, 


peuvent  être  prises  aussi  grandes  que  Ton  veut  en  valeur 
absolue. 

Parfois  la  valeur  d*une  intégrale  singulière  peut  être  cal- 
culée en  la  comparant  à  une  autre  dont  la  valeur  est  connue; 
ainsi  l'intégrale 

il)  I  [log(ar  —  a)]'"dx 


a-«-e 


est  moindre  que 

r""*-^'    dx 

X^.    y/x  —  a 


rt-4-e 


quelque  grand  que  soit  m,  parce  que,  quand  x  —  a  est  assez 
petit, 

[log(x  — a)]'«<  --^=-        ou         [log(a:  — a)p"»    :  — ^-; 

^x  —  a  •*       ** 

cela  résulte  de  ce  que  a^"*  <  e",  quand  u  est  très  grand  et 
positif  (voir  1. 1,  p.  376) 

lim =0; 

rintégrale  (2)  étant  nulle,  (i)  qui  a  ses  éléments  plus  petits  est 
nulle  a  fortiori. 

L'intégrale  singulière 

I  [log(x  —  a)]"'s'in{x  —  a)dx 


a-»-« 


est  nulle,  parce  qu'elle  a  ses  éléments  respectivement  plus 
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gietils  que  lc9  cléments  de  celle  que  nous  venons  de  calculer 

f"^\\o-:(:r-a)]->t'dT 
est  nulle,  parce  qu'elle  est  moindre  que 

£"«'  f       []oe(x  ~  a)]'«  dx,     .... 

ni.  —  £tnds  du  caa  où  la  lonctlon  placée  aou  la  liga* 
d'intégration  dcTiont  inflnio. 

Si  la  roncLion/(x)  devient  inniiic  pour  x  =^ai,  a^  •  - .,  ot 
compris  entre  ^o  cl  ^t  "■'  appelle  intégrale  de /Çx)  prise 
entre  les  limites  Xn  et  X,  et  l'on  désigne  encore  par  la  noU- 
tîon 

la  limite  vers  laquelle  tend  l'expression 

l  /'"    'AT)dx^  f       '/(r)dT 

\       -^  f     'fyT)dT^...^J      f\.x)dr, 

quand  les  nombres  positifs  £|,Eai  ■  •  ■ ,  ''ii.  "m  ■  •  ■  tendent 
verszéro,qnellcqiiesoit  lu  maniùrc  dont  CCS  quanti  test  endenl 
vers  zéro.  L'exjtrcssion  (i)  n'a  généralement  pas  de  limite, 
mais  il  y  a  des  cas  nombreux  oi'i  cette  limite  existe  et  reste 
la  même,  quelle  que  soit  la  manière  dont  les  e  elles  r,  tendeot 
vers  zéro. 

Pour  décider  si  une  intégrale  1    f{x)dx  a  une  valeur 

bien  déterminée,  on  forme  les  intégrales  singulières  telles 
que 
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a  désignant  une  valeur  qui  rend  f{x)  infini  entre  les 
limites  x^  et  X,  et  si  toutes  ces  intégrales  singulières  sont 

nulles,  V intégrale  j    f{x)dx  est  bien  déterminée. 

Pour  démontrer  ce  théorème,  que  nous  devons  à  Cauchy, 

il  suffit  de  prouver  que,  si  Tintégrale  singulière  /       /{x)  dx 
est  nulle,  lïntégrale 

p  désignant  un  nombre  tel  qu'entre/?  et  ajf{^x)  ne  devienne 
pas  infini,  a  une  valeur  bien  déterminée. En  eOet,  la  somme  (i), 

qui  sert  à  définir  /   f(^x)dxy  peut  se  décomposer  en  inlé- 

grales  de  la  forme  précédente  (2).  Or  on  a 

p*t-l'  ^n-~t  y%n—t 

/         /{x)dx=  /        f{x)dx-^   /         f{x)dx. 


*  P 


Si  rintégralc  singulière  qui  figure  dans  cette  formule  a  pour 
limite  zéro,  de  quel(|ue  manière  que  e  et  z'  tendent  vers  zéro, 

on  pourra  toujours  prendre  e et  s'assez  petits  pour  qu'elle  reste 

E 
toujours  moindre  que  -  en  valeur  absolue,  en  sorte  que,  si, 

f{x)dx  par  »(e),  la 

A- 

formule  précédente  pourra  s'écrire 


/a— s. 
f{x)dx, 


et  Ton  voit  que  ^(s')  pourra  être  compris  entre  des  limites 
-(2^  _l —  et  ©(s) ;  ou,  si  Ton  veut,  en  appelant  A  et  B 

deux  nombres  fixes  dont  la  différence  soit  E,  on  peut  dire 
que  ^(2')  reste  compris  entre  A  et  B  pour  des  valeurs  suffi- 
samment petites  de  e'.  Mais  on  pourra  de  même  faire  en  sorte 
I-.  —  Traité  d'Analyse,  III.  7 
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que  ^(e')  reste  compris  entre  deux  autres  nombres  A',  B'  de 

ia  différence  B' —  A'  soit  moindre  que  £'-<-;  mais,  comi 

cp(£')  doit  rester  compris  entre  A  et  B,  on  peut  supposer 
et  B'  compris  entre  A  et  B;  on  verrait  aussi  que  ç(e')  p* 

être  compris  entre  deux  autres  nombres  fixes  A''  et  B"  d< 

F' 
la  différence  soit  moindre  que  E"<!  ~  et  compris  eux-mên 

entre  A'  et  B',  et  ainsi  de  suite.  Si  Ton  observe  que  Ton  a 
A  <  A'<  A''<  . . .  <  A<"»>  <  B('«J  <  B^'"-»)<  . . .  <  B, 

on  voit  que  les  nombres  A,  A',  A",  .  . . ,  ne  croissant  pas 
delà  de  B,  ont  une  limite  a;  que  les  nombres  B,  B',  . . ., 
descendant  pas  au-dessous  de  A,  ont  une  limite  6;  enfin  c 
a  =  b,  car  A'*"^  —  B^*"^  peut  être  pris  aussi  petit  que  1 
veut;  sa  limite  a  —  b  est  donc  nulle. 

Enfin  ç(e')  pouvant  être  compris  entre  A^*"'  et  B^*"^  dil 
rera  de  la  limite  a  d'une  quantité  moindre  que  A^"*^  —  B 
ou  E^'"\  c'est-à-dire  moindre  que  toute  quantité  donnée 
résulte  de  là  que  ç(e')  a  pour  limite  a  ^^  b  :  le  théorème  ( 
nous  avons  énoncé  est  donc  démontré  (ro//*  t.  I,  p.  3o). 

Voici  quelques  applications  : 

/"*■*    e^fi.r 
'    -— —  >  quoique  la  quantité  placée  s» 

le  signe/devienne  infinie  pot.r  a-  .-  -  .    et  x  ^  -M . 
finie,  parce  que  les  intégrales  singulières 


r 


-ï-^-î  -^  x»'-£ 


.'_,^.£      ^i  —  x*  «Vi    e   VI  — X* 

sont  nulles;  en  effet,  la  quantité  sous  le  signe  /  peut  s'éci 


ou 


i   . i  , 

Or  l'exposant  du  facteur  qui  s'annule  au  dénominateur 


a'» 
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moindre  que  un,  et,  comme  -7-==  n^est  ni  nul  ni  inCni  pour 

x=z  —  \^  il  en  résulte  que  la  première  intégrale  singulière* 
est  nulle;  on  verrait  qu'il  en  est  de  môme  de  la  seconde. 

L'intégrale  /      sin est  finie.  Pour  le  constater,  il 

«/o  XX 

fanl étudier rintégrale singulière  /    sin '•»  Sinousychan- 

geons  j:  en  ->  elle  deviendra  —  l     -y  e  et  e   drsi- 

^  Je  ^ 

gnant  -  et  ->  c'est-à-dire  des  nombres  très  grands.  Si  noun 

décomposons  cette  intégrale  en  d'autres  ayant  pour  limiter 
^  =  2A-7:et  (2A:  +  i)t:,  (2A-  -h  ï)tz  et  (uk  4-2)7:,  . , .,  la  pre- 
mière et  la  dernière  seront  négligeables;  quant  aux  autres, 
elles  formeront  une  suite  décroissante  de  termes  alternative- 
ment positifs  et  négatifs;  leur  somme  sera  donc  moindre  qur 
)d  première  d'entre  elles,  c'est-à-dire  infiniment  petite  :  ainsi 
ootre  intégrale  singulière  étant  nulle,  Tintégralc  proposée 
sera  finie. 

IV.  —  Explication  d'un  paradoxe. 


Si  Ton  applique  la  formule 


^0 


y    f(x)dxr-.F(\)--V(Xo), 


^{jc)  désignant  une  des  fonctions  qui  ont  pour  dérivéc»/(x), 
S^and  la  fonction /(a:)  devient  infinie  pour  une  valeur  de  x 
Comprise  entre  Xq  et  X,  on  jxîut  trouver  des  résultats  inexacts  ; 
^  ailleurs,  la  notion  d'inlé;^rale  définie  ayant  été  généralisée, 
^*  faut  aussi,  avant  de  l'employer,  généraliser  les  formuler 
démontrées  seulement  dans  le  cas  où  la  fonction  placée  sous 

*^  signe  /  ne  devient  pas  infinie. 

Considérons,  par  exemple,  l'inlégrahr 


,,,  -  ^'dx 
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si  Ton  applique  la  formule  (i)  en  supposant /(,r)=:  -^9 
aura  F(x)  =  —  ^  et  l'on  trouvera 


X 

.-t-i 


/, 


=  —  x 


résultat  évidemment  absurde,  tous  les  éléments  de  Fintcgr 
étant  positifs.  Il  est  facile  de  s'assurer  que  l'intégrale  (2) 
infinie,  et  en  effet,  en  appelant  e  et  t'  des  infiniment  peti 


,,»(;- 


-    —  I    I  =  X. 


(^uoi  qu'il  en  soit,  quand  on  se  sera  assuré  que  Fintégr 

1    f{x)dx  a  une  valeur  finie,  c'est-à-dire  que  toutes 

intégrales  singulières  qu'elle  contient  sont  nulles,  on  poui 
encore  appliquer  la  formule  (i),  mais  avec  certaines  pi 
cautions. 

Supposons  en  cKelf{x)  infini,  pour  x  =  r,  nous  aurons 

f  f{T)dx~-   f      f{x)dx-^  f       Ax)dx-i-  f    fKx)dx, 

îrtr,  désignant  des  infiniment  petits.  Si  l'intégrale  singulit 
est  nulle,  on  a 


f  /(.r)^/.r=.F(c--£)-F(^o)-^w-^F(X)-F(c-+-T.), 

w  désignant  l'intégrale  singulière  qui  s'évanouit  par  hypoth^ 
avec  e  et  r,  ;  or,  si  F(j:)  est  continue  pour  j;  =  c,  F(c  — 
et  F(c  -{-'fi)  tendent  vers  la  même  limite  F(c)  et  l'on  a  da 
ce  cas,  mais  dans  ce  cas  seulement, 

f     f{x)dx:=V{\)-V{x,\ 
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V.  —  Des  intégrales  prises  entre  des  limites  infinies. 

Les  symboles 

f  /(x)dx,      f  fi-t'^^...    f      Ax)dx 

•     * 

sont  équivalents  à  ceux-ci 

lim    /  f(x)djr,     lim    /     f{x)dx,     lim    /    .f{x)dx, 

pour  A=:  00  ,  A'=  X  ,  ainsi  qu'il  a  élé  dit  plus  haiîx.  Pour 
reconnaître  si  de  pareilles  intégrales  sont  finies  ou  infiniç^-^ 
'a  marche  est  toute  tracée  quand  on  peut  évaluer  l'intégrale 

'ndéfinie  j  f{x)dx]  on  calcule  cette  intégrale,  on  lui  donne 

t'es  limites  variables  et  dans  le  résultat  on  fait  croître  indéfi- 
mment  la  limite  qui  doit  devenir  infinie. 

Mais  il  n'est  pas  nécessaire  de  calculer  la  valeur  d'une  inlé- 
«rale  dont  les  limites  sont  infinies  pour  reconnaître  si  elle  a 
"oe  valeur  bien  déterminée.  En  général  ; 

f^our  que  l^ intégrale 

I     f{T)dx     ou       I     f{x)dx, 

^^^f^s  laquelle  f{x)  ne  devient  pas  infinie  quand  on  fait 
^'^fierxde  a  à  oc  ,  ait  une  valeur  bien  déterminée,  il  suffit 
'I^€  r  intégra  le  singulière 

/    f{T)dx     ou       /       f{x)dx, 

^^^ns  laquelle  t  et  t  croissent  indéfiniment,  ait  une  valeur 
^f^lle,  quel  que  soit  la  manière  dont  on  fait  croître  ces 
^^^^^x  quantités. 

La  démonstration  de  ce  théorème  est  identique  à  celle  qui 
^^té  donnée  (p.  97). 
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Pour  reconnaître  si  Tîntégrale 


/%  *4*  ^ 


est  finie  ou  infinie,  il  est  clair  que  Ton  peut  la  décomposeï 

f'/ixldi',        f    /{T)dx,        f'/{x)dx 

et  chercher  si  celles-ci  sont  finies  ou  infinies. 

Soit  cLiJtn  nombre  plus  grand  que  un  ;  si  la  limite  du  / 
duit  fj^jcC^x^  est  nulle  pour  ^  =  oo,  P intégrale  singui 


x)dx 


est  nulle,  e  et  c'  tendant  tous  deux  vers  -h  oo. 
En  eflet,  si  la  limite  de /(x) a?*  est  nulle,  posons 

rintégrale  singulière  en  question  s^écrira 


/ 


ja 


dXj 


et,  en  appelant  M  une  quantité  égaie  à  la  plus  grande  va 
que  puisse  prendre  ç(^)  entre  les  limites  e  et  e',  on  voit 
rintégrale  (i)  est  moindre  en  valeur  absolue  que 

cette  quantité  est  évidemment  nulle  pour  s  =  oo  et  t' = 
lorsque  a  >  i,  puisque  M  a  pour  limite  o  pour  x  =  oo. 

On  démontrerait  de  même  que,  si  ol  est  plus  grand 
un  et  si  la  limite  de  f{x)x^  est  nulle  pour  x  =z  - 
l'intégrale  {\)  est  nulle  quand  on  suppose  t  et  t'  ég 
à  —  00. 

Si  le  nombre  a  est  plus  petit  que  un,  ou  s'il  est  égal  à 
si  de  plus  la  limite  de  f{x)x^  pour  x  =  cc  est  finie  y 
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mêmeHf[x)x^  croit  en  conservant  le  même  signe ^  Vinté- 

i:rale 


s. 


t 


est  infinie  pour  s'  =  oo  ,  pourvu  quez  soit  suffisamment 


grand. 


En  effet,  posant  toujours  ?(x)  =/(x)x*,  l'intégrale  en 
question  est  (^gale  à 


/ 


e* 


dx, 


6t,  en  appelant  M  une  quantité  inférieure  en  valeur  absolue 
à  la  valeur  minima  que  prend  ^{x)  entre  les  limites  t  et  e', 
valeur  queTon  peut  supposer  plus  grande  que  zéro,  on  voit  que 

si  a  =  I ,  on  a 


/ 


MIog-; 


Sï  a  <^  1 ,  on  trouve 


^2ns  les  deux  cas  Tintégrale  est  infinie  pour  t'  =  x. 
On  verrait  de  même  que  : 

^^  le  nombre  a  est  plus  petit  que  un  ou  égal  à  un,  si  de 
plus  l'expression  f{x)x^  est  finie  ou  infinie,  mais  diffé- 
rente  de  o  pour  x  =  —  oc,  r intégrale 


f 


V 

fix)dx 


^^^  infinie  pour  e'  =  —  3C,  pourvu  que  t  soit  négatif  et 
^^^ff somment  grand  en  imleur  absolue. 

I'  faut  bien  remarquer  que,  pour  qu'une  intégrale  singu- 
"ère  à  limites  infinies  soit  nulle  ou,  si  l'on  veut,  pour  qu'une 
mlémle  ordinaire  dont  une  limite  est  infinie  ait  une  valeur 
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bien   déterminée,   il   n*est   pas   nécessaire   que   la  quantité 

placée  sous  le  signe  /  ait  pour  limite  zéro  quand  la  variable 

devient  infinie.  Tout  ce  que  Ton  peut  affirmer,  c'est  que  la 

quantité  placée  sous  le  signe  /  ne  doit  pas  conserver  un  signe 

constant  et  rester  pour  de  grandes  valeurs  de  la  variable  supé- 
rieure à  une  quantité  finie. 
L'intégrale 

par  exemple,  est  finie  ;  car  elle  est  égale  à 


.cm 


comme  on  le  constate  en  changeant  x  en  •>-• 

Les  théorèmes  qui  précèdent  suffiront  dans  un  grand 
nombre  de  cas  pour  décider  si  une  intégrale  est  ou  n'est  pa^ 
finie.  On  arrivera  aussi  à  décider  si  une  intégrale  est  ou  n'est 
pas  finie,  en  la  comparant  à  une  autre,  dont  les  éléments  sont 
manifestement  plus  grands  ou  plus  petits  et  dont  la  valeur 
sera  connue. 

Faisons  maintenant  quelques  applications. 

L'intégrale 

/•  *  _    cf.r 

est  finie,  parce  que  la  limite  de  x-  — —  pour  j;  r=  x    csi 

nulle. 

L'intégrale 

r* dx 

• ',         logX  /l  H-  X^ 

n'est  pas  plus  difficile  à  discuter;  toutefois,  en  considérant 
l'intégrale  singulière 

Jr^'        dx         _   r^    dx         X 
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on  voit  qu'elle  est  plus  grande  que.  par  esemple.  la  moitié  de 

— =  loslof  e' —  lofflorî 

^     xlogx         ^    ^  ^ 

I 
ou  de  log.  ^'  »  quanlilé  qui  est  aussi  grande  qae  l'on  vent 

en  prenant  t!  suffisammenl  grand  par  rapport  à  ti  Tintégrale 

considérée  est  donc  infinie. 
L'inlégrale 

r*        dx  _    /•* dx         _   /•' dr r'         dr 

esl  finie,  parce  que  toutes  les  intégrales  dans  lesquelles  elle 
!^e  décompose  sont  finies,  ou,  si  Ton  veut,  parce  que  les  inté- 
grales singulières 

f— ^-^ r  — ^ r —^ 

OÙ  c  et  s'  sont  infiniment  petits  dans  les  deux  premières, 
infinis  dans  la  dernière,  sont  nulles. 


VI.  —  Théorème  de  Canchy. 

La  série 


O  «  I  »  -^  s  '  9,  ;  —  ...  —  s  '  /l  »... 


* 


et  V intégrale  définie 


•   V 


ont  en  même  temps  des  valeurs  finies  ou  infinies,  quand 
'^'JT)  désigne  une  fonetion  indéfiniment  décroissante  de 
K>  à  zc  et  ayant  pour  limite  o. 
En  effet,  on  a 

/      ç(x;r/x=    /     ^(x)dx—   j     •^ix)dx—  I     o(x)dx-^ 
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et  évidemment 

(0  /     ?(j")</j-<?(o)-+-<p(i)-*-...-+-?p(/i  — I); 

sî  donc,  pour  /i  ==  oo  ,  la  série  est  convergente,  le  s 
membre  sera  fini  et,  par  suite,  le  premier  aussi.  D'un 
côté, 

(a)  /     ç)(x)<ir>(p(i)-+-o(2)-+-...H-<p(/i), 

et  si,  pour  /i  =  oo  ,  le  second  membre  est  infini,  la  séri 
divergente  et  Finlégrale  sera  infinie.  De  même,  si  l'inl 
est  finie,  le  premier  membre  (2)  reste  fini,  le  second  m 
aussi  et,  par  suite,  la  série  est  convergente;  (i)  mont 
si  l'intégrale  est  infinie  la  série  est  divergente  :  donc,  < 

c.    Q.    F 

Voici  quelques  applications  : 

La  série 

i         1  I 

est  convergente  si  A*  est  plus  grand  que  Tunilé;  v\\ 
ici  '^(/i)=  —^j  et  l'on  a 

quantité  finie  quand  on  suppose  A'  ^  i .  On  prouve  de 
que  la  série  est  divergente  pour  A-  <C  i  ou  pour  A'  =  i . 

La  série  dont  le  terme  mènerai  est  — i est  diver 

^  n  iogn 

parce  que    /     — , (lofjrloffx)*  est  infini. 

La  série  dont  le  terme  créncral  est  -, ,  —. est 

génie  pour  une  raison  analogue,  etc. 


'n*"b 
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.  —  Rapprochements  entre  les  séries  et  les  intégrales  définies. 


^ui  ne  vont  pas  en  croissant,  en  sorte  que  aQ^Ui^a^ 


XfiéoRÊME  d'Abel.  —  Soient  aoj  aj,  «2,  . . .  des  nombres 

»  •  •  •  î 

^i  M  ie  pins  grand  des  modules  des  sommes  Sq,  s^J  . . . ,  5/,, 

on  aurez 

niod(aoiio  +  «i  W|H-. .  .H-  anU„)<^  Ma©. 

En  effet,  des  formules  (1)  on  tire 
et,   par  suite, 
on 

€t#  £*•  -H  «1  Ui  -+- .  .  .  -4-  a»  lli. 

Aucune  des  différences  Uq  —  ^i ,  «a  —  «1 ,  ...  n'est  négative  : 
si  donc  on  remplace  5o,  5|,  ...  par  M,  on  aura 

tf^«£^H-.  .  .-H  ««Mi»<  M(ao— at-i-ai  —  ajH-. .  .-l-a«)    ou     <Mao. 

G.    Q.    F.    D. 

Corollaire  I.  —  Si  la  série 

1*0  H-  ll|  -+-  Wi  -+- .  .  .  -H  M«  -*- .  .  . 

es/  convergente,  et  si  les  nombres  ao,  «i,  ...  positifs  ne 
vont  pcLS  en  croissant,  la  série 

Oo  Mo  -h  ai  Ut  -4- .  .  .  -f-  «/,  Mu  -+-  .  .  . 

sera  convergente. 

Car  la  somme  des  p  termes  qui  suivent  le  /i**""*  pourra  être 
prise  moindre  que  Ma^,  c'est-à-dire  aussi  petite  que  Ton 
Toadra,  puisque  M  est  la  plus  grande  des  quantités  mode/,,, 
mod  (#//,  + </it+i)f  inod(i/^-}-a«^,  +  £/;,^2),  etc. 
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Corollaire  II.  —  SiTn(x)  est  une  fonction  posili 
ne  va  pas  en  croissant  quand  x  varie  de  a  à  ^  et  .< 
tégrale  (  *  ) 

(I)  Ç  f{x)dx 

est  finie,  V intégrale 

(a)  I     f{x)Ta{x)dx 

le  sera  aussi. 

Car,  en  \erlu  du  lliéorcme  d'Abel  qui  précède,  en 
lanl  M  la  plus  grande  valeur  absolue  de  la  somme 


n  .  m 


(3)  ^(c-+-„eAx)Ax, 


«  =0 


où  o  <^  0  <[  I ,  quand  m  varie  de  o  à  oo,  on  aura 


n  ~  m 


(4)  ^/(£  -t-  /lO  A^)Tn(  £  -h  nO  l.r)^  <  Miït(e). 


«  =0 


Or,  si  Ton  suppose  que  n  croisse  indéfiniment, 
que,  e  élanl  censé  supérieur  à  a  el  jjl  désignant  la  plus 
valeur  que  puisse  prendre 


on  aura 


«. 


*J  s 

I     /{T)m(x)djr  <^  ixw(t)] 


or  la  première  intégrale  singulière  est  infiniment  peli 
£  =  oo;  la  seconde  Test  donc  aussi,  ce  qui  prouve  que 
finie.  c.  Q. 


(^)  Par  fonction   qui  ne  va    pas    en  croissant,  nous  cntcndonj 
fonction  0(2?)  telle  que,  h  étant  positif, on  n'a  jamais  cj(jr-+-  h) 


TltOBlC    VIS    nTt^ftAlXS    »tFI3K|E^ 


lvX> 


Le  moven  le  plus  r^^lîer  pour  calculer  une  inlèp^àlc  Jv 
fioie  consiste  dans  Tapplicadoo  de  la  fonuale 


(I) 


«X 


/  ^ 


djr  =  F  \   ~F 


mais  lapplicatioD  de  celle  formule,  lorsque  Fou  counail  U 
lonclion  Ftx)  qui  a  pour  dérivée  P^x\  présente  quelques 
difficultés  qu'il  est  bon  de  sî^aler. 
Proposons-nous,  par  exemple,  d'évaluer  rîntégralo 


n\ 


/    — 


L  intégrale  indéiinie  est  arc  langx,  ou  plutôt  Tune  des  va- 
leurs de  arc  tangx,  et  îl  semble  que  arc  tang  i  —  arc  tang( —  i) 
soit  une  valeur  indéterminée  de  notre  intégrale  donnée  par 
U  formule  (i),  car  arc  tang  i  —  arc  tang( —  i)  est  de  la  forau* 

^"-|-~>  k  désignant  un  entier  quelconque.  Ce  résultat  est 

évidemment  absurde  a  priori,  et  provient  d'une  înlerprola- 
lion  mauvaise  de  la  formule  (i). 

Voici  comment  il  faut  présenter  les  choses  : 

Considérons  l'intégrale 

z=  /     -^ 

4ui,pour;;=  i,  est  égale  à  l'intégrale  cherchée.  Zpour^---  -  i 
est  égal  à  zéro,  puisque  celle  intégrale  n'a  pas  d'éléments,  et 
elle  varie  en  croissant  d'une  manière  continue  avec  5  :  c|uellc 
que  soit  la  valeur  de  arc  tang  j?  choisie  pour  représenter  l'inté- 

grale  indéfinie  de -y  la  valeur  de  Z,  qui  est  une  de  cellrs 

<le  l'expression 

'^)  arctang^  —  arctang(— i) 
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devra  varier  d'une  manière  continue,  et  la  valeur  de  arctangi 
qui  figure  dans  la  formule  (3),  devra  elle-même  varier  d'i 
manière  continue.  Elle  ne  pourra  franchir  un  multiple 

-f  puisque  z  ne  devient  jamais  infinie;  elle  est  donc  bi< 

déterminée  pour  ^  =  -f-  i ,  quand  on  a  choisi  la  valeur 
arctang( — i);    si    donc    on    prend    arctang( — i)    égal  à{ 

—  --  -f-kiZf  k  étant  un  entier  quelconque,  il  faudra  prendre 

4 

arctang(-f- 1)= -i-  -?  4- Arit,  et  la  valeur  de  Z,  pour  2  =  1, 
ou  l'intégrale  cherchée  (2),  sera  égale  à 


4 


Xx 


(-!-*-)=î 


La  valeur  de  (2)  est  donc  bien  déterminée  et  égale  à  -•  On 
trouve  d'une  manière  semblable 


/.  r^="'     /  T 


dx 


C'est  ici  l'occasion  de  faire  connaître  un  beau  théorème  de 
Cauchy  et  de  parler  de  la  notion  de  Y  indice  d'une  fonction. 

IX.  —  Théorie  des  indices  de  Cauchy. 


Cauchy  appelle  indice  de  lafonctionf{x)^  pour  une  valeur 
de  X  qui  la  rend  infinie,  le  nombre  —  i  si  elle  passe  du  négatif 
au  positif  quand  x  croît,  4-  1  si  elle  passe  du  positif  au 
négatif,  et  o  si  elle  ne  change  pas  de  signe. 

\J indice  de  f{x)  entre  les  limites  x^  et  X  est  la  somme 
des  indices  àef{x)  pour  les  valeurs  de  x  qui  entre  ces  limites 
la  rendent  infinie;  en  d'autres  termes,  l'indice  de/(x)  entre 
les  limites  Xq  et  X  est  égal  à  N  —  n,  N  désignant  le  nombre 
de  fois  qu'elle  passe  du  positif  au  négatif  et  n  le  nombre  de 
fois  qu'elle  passe  du  négatif  au  positif  en  devenant  infinie, 


En 
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[uand  X  croît  de  jTq  à  X;  Tindice  en  question  se  représente 
la  moyen  de  la  notation 

Théorème  I.  —  Soit  f{x)  une  fonction  qui  ne  devienne 
discontinue  quen  passant  par  l'infini;  l'intégrale 

aura  pour  valeur 

[arctang/(X)]  — [arctang/(x«)]-t-7:î   /(x). 

la  notation  [arc  tangx]  désignant  un  arc  compris  entre  —  '* 

2 

f'(x)dT 
effet,  l'inté«rrale  indéfinie  de  "^      J,, —  est  évidemment 

^tang/(x),   à  une  constante  près;   si  nous  prenons  pour 
limites  Xq  et  X,  nous  aurons  donc 

u  =  arctangy(X)  —  arclang/(j:o); 

roais  le  second  membre  a  besoin  de  recevoir  une  acception  pré- 
cise. SI  l'on  prend  pour  arc  tang/(  jTo)  'a  valeur  [  arc  tang/(xo)J 

tm^  mm 

comprise  entre  —  -*  et  -h  ->  pour  fixer  les  idées,  il  faudra  que  u 

s  annule  pour  X  ^^  Xq,  et  Ton  aura,  pour  des  valeurs  de  X  très 
voisines  de  Xo, 

u  =  [arctang/(X)]—  [arctang/(xo)], 

que  nous  écrirons 

u  =  arclang/(X) —  [arctang/(xo)]. 

Faisons  croître  X;  u  va  commencer  par  croître  en  valeur 
absolue  et  va  varier,  tantôt  dans  un  sens,  tantôt  dans  un 
autre,  jusqu'à  ce  que  X  passe  par  une  valeur  rendant /(X) 

'ofini;  à  ce  moment,  arctang/(X)  passe  par  zh  -'  : 
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I**  Il  franchit  la  valeur-  sl/(X)  passe  du  positif  au  n 
c'est-à-dire  si  son  indice  est  -h  i  î 

2**  Il  franchit  la  valeur si  l'indice  de/(X)  est  - 

y  II  ne  franchit  aucune  des  valeurs  ziz  -  si  l'indice  d< 

•À 

est  zéro. 

En  général,  arctangy*(X)  franchira  un  multiple  d 

croissant  quand  l'indice  de  /(X)  sera  -h  i  ;  il  franch 

multiple  de  -  en  décroissant  si  l'indice  de/(X)  est  —  i 

il  passera  par  un  multiple  de  -t  sans  le  franchir,  si  l 

de/(X)  est  zéro.  Supposons  alors  que,  X  variant  à 
de  J^oî  il  passe  par  des  valeurs  de  x^ ,  X2,  •  -^  rendant 
la  fonction  /(x),  pour  lesquelles  l'indice  de  cette  fo 
soit  successivement  a  fois  de  suite  4-  i ,  ^  fois  de  suite  o 
de  suite  —  i,  etc.  Si  l'on  désigne  par  £  un  infinimen 
positif,  arctang/(j:|  4-  s)  sera  égal  à[arctang/(j:'i  -f-  i) 
arctang/(x2  -h  s)  sera  égal  à  [arctang/(x2 -h  s)]    h  :^-7 
arc  tang/(rci  -f-  s)  sera  égal  à  [arc  lang  /(x^  -f-  s)]  -t-  a- 
pour   les   valeurs   Xa+i,...,    xp,    arctangy'(x -i- s)    i 

toujours  compris enlre  les  mêmes  multiples  de  f';  mais  o 

arclang/(  j:3_hi  -i-  s)  =  [arclang/(  jr^^i  4-  £  )]-r-  a-, 

et,  en    définitive,   arctangy(X)  sera  égal   à   [arctang 
augmenté  de   aTr-t-o-  —  y7:-|-...,   c'est-à-dire  d'auU 

fois  7:  qu'il  y  a  d'unités  dans  l'indice  1    /(j?);  on  a  dor 


ce  qu'il  fallait  prouver. 
Théorème  II.   —  On  a 
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En  effet,  on  a 

J^    Tirp^)^^  =  "^^Y    /(^)-^[arciang/(X)]  — [arctang/(aro)], 


àr  fix) 


or  le  premier  membre  de  la  dernière  équation  est  égal  à 


f'ix) 


-^JHx) 


dr; 


donc,  en  ajoutant,  il  vient 


o  = 


ax-M 


(fl) 


■4-[arclang/(X)]-h     arctangj^J 
—  [arctang/(a:u)]—     arclangy-^    . 

Or[arctang/(X)]  et     arclang—y     sont  tous  deux  compris 

entre et  +  -;  donc,  si/(X)  est  positif,  [arctang/(X)] 

est  positif  et  [^arctang^^J  =  ^  —  [arctang/(X)];  si/(X) 
<^si  négatif,  il  en  sera  de  même  de  [arctang/(X)]  et  de 
arctang-;-^-  >  qui  sera  égal  à  —  |[arctang/(X)]  4-  '•  Ou 
a  donc 

[arctang/(  \)]h-     arctang  ..  „  ^     -  in  -  —  -  -7  ^     ^    ; 
«formule  (a)  devient  alors 

W.r  ^  Kj^-n    4v//'(X)    /7'(^J 


c<ï  qui  donne  la  formule  que  Ton  voulait  démontrer. 

L.  -  Traité  d'Analyse,  III.  S 
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Ce  théorème  peut  se  démontrer  sans  le  secours  du  i 
intégral,  en  observant  que,  si  a,  6,  c,  . . .  sont  les  zéros 
infinis  de/(x)  rangés  par  ordre  de  grandeur  à  partir  c 

les  indices  successifs  de  f(x)  et  de seront 

Pour/(xo)>o -^i  —  I-+-I  —  I..., 

Pour/(j:o)  <o _i-f.i__n_i 

Si  ç(x)  désigne  un  polynôme  entier,  la  fonction  -^-— 

toujours  du  négatif  au  positif  :  son  indice  ne  peut  j 
être  oou —  i  et,par  suite,  en  appelant  Nie  nombre  des  n 
de  çp  {x)  =  o  comprises  entre  Xq  et  X,  on  a 

Il  en  résulte  la  formule  suivante,  due  à  Cauchy  : 

=     arctang      -.        —     arclang-^ -h  Ntt. 

Théorème  de  Sturm.  —  Nous  ferons  usage,  dans  ce  ( 
suivre,  de  la  formule  démontrée  plus  haut 

mais  nous  récrirons   sous  une  forme  plus  commode, 
emploierons  la  notation  SA  pour  représenter  -\-  i  si 
positif,  o  s'il  est  nul  et  —  i  s'il  est  négatif;  on  pourra  en 
ce  symbole  signe  de  A.  La  formule  précédente  donnera 

Cela  posé,  considérons  deux  polynômes  'f(jr)  et  ©|(j 
degré  de  cp|  étant  égal  ou  inférieur  à  celui  de  o.  Soit  c 
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le  reste  changé  de  signe  de  la  division  de  ^  par  cpi  ;  soit  cp,  le 
reste  chaDgé  de  signe  de  la  division  de  ^ i  par  cp2,  etc. 
On  aura  d'abord,  en  appelant  Q  le  quotient  de  (p  par  Q|, 


ou 


^    o(ar)  T^  «Pî(3r) 


«  9i(^)  ~        1 


ce  qui  simplifie  la  recherche  de  Tindice  des  fonctions  ration- 
nelles. De  cette  formule  on  tire 


.  9î(^)  1 


I 


=  0. 


?«  désignant  une  constante,  un  diviseur  de  On_i(x)  ou  une 
lonclion  qui  ne  s'annule  plus  entre  Xq  et  X;  on  déduit  de  là 

*..?l(^)  l^,?l      '     l,,?î  1,„?3  l^^Cp,     '    •••         1^.^     Cp;,    ' 

"ïais,  en  faisant  usage  de  (i),  on  a 

-  t  îiifl  _    i  c  ?^^^'^    i  c  ?!l^  .     _u  1 C  î^'L^ 

Or  tt  cl  t;  forment  en  général  une  variation  ou  une  perma- 
nence, selon  que  V  -  est  égal  à  —  i  ou  à  -h  i  ;  donc,  en  ap- 
pelant V  le  nombre  de  variations  de  la  suite 

^(X),     Oi(X),     cpj(X),     ...,     «?«(X), 
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et  P  le  nombre  de  ses  permanences  ;  Vq  le  nombre  des  vair: 
lions  de  la  suite 

?(^o),     ?i(^o),     ?i(-a^o),      ...,     o„{ro) 
Ci  po  le  nombre  de  ses  permanences,  on  aura 

-X   ©I  I 


OU 


-I  ^  =  îtp-v -/».-*- '-.1 


r7  =  î<V_P)-l(..-^.): 

mais  V  —  ^'o=  Po  —  P>  ^^r  le  nombre  des  variations  gagnée 
ou  perdues  en  passant  de  o^o  à  X  est  égal  au  nombre  des  pe 
manences  perdues  ou  gagnées  par  la  suite  considérée  dai 
les  mêmes  circonstances;  donc 


=  V  -  l'o. 


Si  Çi(^)  est  la  dérivée  de  o{x)^  la  formule  précédente  cor 
tient  précisément  Ténoncé  du  fameux  théorème  de  Sturm. 


X.  —  Des  précautions  à  prendre  quand  on  effectue  un  changemet 

de  variables. 

« 
En  général,  on  a  vu  que 

Cette  formule  est-elle  applicable  aux  intégrales  définies 
Nous  examinerons  successivement  plusieurs  cas  : 
I®  Nous  supposerons  que  Tintégrale  définie 


X 

f{x)dx 


remplisse  les  conditions  suivantes  :  Xq  sera  plus  petit  que  ^ 
(ce  que  Ton  peut  toujours  supposer),  la  fonction  f{x)  ^ 
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sera  pas  infinie  entre  x^  et  X,  et  x^  et  X  eux-mêmes  seront 
finis.  La  fonction  ç(/)  =  iF  se  réduira  à  x^  pour  t  =  to  et 
à  X  pour  /  =  T;  enfin,  t  variant  de  ùq  à  T,  cp(/)  ne  deviendra 
jamais  infini  ou  discontinu,  aura  une  dérivée  bien  déterminée 
et  ira  toujours  en  croissant  de  Xq  à  X.  Dans  ces  conditions, 
je  dis  que  l'on  aura 

X  T 

Kn  effet,  dans  ce  cas,  en  appelant  F(a:)  une  fonction  ayant 
pour  dérivée /(jr),  la  formule  précédente  revient  à  celle-ci 

^  F(X)-F(xo)=F[cp(T)]-F[<p(fo)], 

mais  cette  démonstration  a  Pinconvénient  de  ne  pas  pénétrer 
au  cœur  de  la  question  et  de  masquer  les  véritables  difficultés 
du  problème  qui  nous  occupe. 
On  a 

il?  i«î  •-•  désignant  des  quantités :ro  +  BoA^09<^i  +^i  Aj^i,..., 
comprises  respectivement  entre  Xq  et  Xx^  entre  Xx  et  x^^  • . . . 
Si  l'on  pose  x  =  ç(/),  $/  devra  être  remplacé  par  îp(T/),  t/  dé- 
signant une  quantité  comprise  entre  les  valeurs  ti_x  et  //  de  /, 
pour  lesquelles  on  a  ç(^/_|)  =r  Xi_xj  ?(^i)=  «^/î  du  reste,  Ax/ 
ou  A  ç(^i)  étant  égal  à  \ti(f'(ti  -4-  9/ A  //),  la  formule  (2)  don- 
nera 


L  lira  [/(5,)çVo-i-eo  A/o)A/o -+-... -r-/(5«)?'(f«-i+e/.-iA^-0Af«-i], 


/ 


9«,  0|,  .  •  .  désignant  des  quantités  comprises  entre  o  et  i. 
Or  iiy  ^29  •  •  •  étant  des  nombres  quelconques  compris  entre 
Xe  et  X|,  Xx  et  Xj,  • . . ,  on  peut  supposer 
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L'équation  précédente  se  réduit  alors  à 


X  T 

f  f{x)dx^  f  f[^{t)]^\t)dt. 


C'est  précisément  la  formule  (i)  qu'il  fallait  établir 
met  en  relief  cette  proposition  qui  n'est  pas  toujours  é 
avec  suffisamment  de  rigueur,  à  savoir  que  : 

U intégrale  d'une  fonction  est  la  limite  de  la  Si 
des  valeurs  que  prend  cette  fonction  multipliée  par  l 
férentielle  de  sa  variable  quand  cette  différentielle 

vers  zéro.  Ce  qui  justifie  la  notation  j  fdx. 

• 

2°  Nous  supposerons  maintenant  que,  x  variant  de  x 
la  nature  de  la  fonction  cp(^)  soit  telle  que  t  n'aille  pa: 
cesse  en  croissant  ou  en  décroissant  de  t^  à  T,  les  autre 
positions  faites  tout  à  l'heure  subsistant  dans  leur  ense 

D'abord  ce  que  nous  avons  dit  s'appliquerait  au  ca 
décroîtrait  de  to  à  T;  supposons  donc  que,  x  variant 
à  X  en  croissant,  t  croisse  d'abord  de  /q  à  /|,  puis  déc 
de  ^1  à  ^27  •  •  •  •  Soient  x^^  x^^   ...  les  valeurs  de  :r  - 
pour  t  =  ti,  t2^  • . .  ^  nous  aurons 

f  f{x)dx=  f  'f{x)dx-^-  f  'f{x)dx-~.,.. 

La  formule  (i)  est  applicable  à  chacune  des  intégrale 
figurent  dans  le  second  membre  ;  on  a  donc,  dans  le  cas  a 


(3)     f  f{x)dx=  f  'f[^(t)]o\t)dt-^  f  A?)<?'(0^^-^ 
et  le  second  membre  ne  sera  généralement  pas  égal  à 

.T 

f    f{^)^\t)dt. 

Pour  bien  nous  en  convaincre,  nous  allons  faire  une 
cation. 
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Considérons  Tintégrale 


/, 


dx  =  1, 


dt 


Si  nous  posons  x  =  ^tj  nous  aurons  dx=  — -;  Tapplica- 
tion  de  ]a  formule  (i)  donnerait 


résultat  faux;  eOectivement,  x  variant  de  — i  à  +  i,  ^  varie 
en  décroissant  de  i  à  o,  puis  se  remet  à  croître  à  partir  de  o 
JQsqu  à  I  ;  on  aura  donc,  en  appliquant  la  formule  (3), 


/      dx  =  I    dx-\-  I    dx 

L^iniéçrale  indéfinie  étant  2  yjt^  l'intégrale  définie  sera  2,  ainsi 
lue  cela  doit  être.  Nous  avons  d'ailleurs  remplacé,  dansTin- 

dégrade  /    dx^  x  par  —  y//,  parce  que  x  y  est  négatif. 

3*^  Faisant  les  mêmes  hypothèses,  d'ailleurs,  que  dans  le 

premier  cas,  si  Ton  suppose,  par  exemple,  /|  =  ao,  on  aura 

bien 

r'f{x)dœ=  f   f(^)^Xt)dt; 

eneffei,  T  *    f{x)dx  sera  égal  à  Ç  f{^)^'{t)dt,  ^' dési- 

gnani  la  valeur  de  t  pour  laquelle  x  est  égal  à  j?^  —  e;  cette 
égalité  ayant  toujours  lieu,  on  aura  encore  à  la  limite 

r'nx)dx=.  rf{^)^\t)dt. 


lao 
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XI.  —  Remarques  an  sujet  de  rintégration  par  parties. 

Lorsque  l'on  veut  calculer  la  valeur  d^une  intégrale  définie, 
on  peut  commencer  par  calculer  celle  de  Tintégraie  indéfinie; 
mais,  sMl  arrive  que  Ton  soit  obligé  d*appliquer  la  règle  dSo- 
tégration  par  parties,  on  peut  abréger  un  peu  les  calculs. 

Cette  règle  consiste  dans  la  formule 


/  udv  =  uv —  /  vdu\ 

on  peut  prendre  les  deux  membres  entre  les  limites  Xq  et  X 
de  X  ;  on  a  alors 

y»  J"  —  A  >»  X'^\ 

I         udv  =  {uv)j^ —  /         vdu, 


la  notation  (uv)'    indiquant  que  Ton  doit  dans  uv  remplacerx 
successivement  par  Xq  etX,  et  faire  la  différence  des  résultais 

ainsi  obtenus.  Cauchy  a  aussi  employé  la  notation  /    u\^  pour 

représenter  la  même  quantité  ;  il  emploie  d'ailleurs  la  notation 

/'•  .      . 

/    pour  indiquer  que  Xq  doit  remplacer  x.  Ainsi 

/   /(^)=//(^)-/    /(^)-/(X)-/(xo). 

Pour  appliquer  les  considérations  précédentes,  proposons- 
nous  de  calculer  la  valeur  de  l'intégrale 


On 


_    Z'^'        dx 
_    r"^*  [•  dx x^dx    1 
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I  i( 


l^ 


^   I  eu  iiîlégrant  par  parties,  il  vient 


"m  =  Um-l  -+- 


r î y 

/  I       \       2/n  — 3 

Um  =  Um-i  (  I 1  =   Wm-l. 

\  2/n  —  2/         im  —  2 

On  a  alors,  en  donnant  à  m  les  valeurs  i ,  2,  3,  . . 


'2/n  —  3 


et,  par  suite,  en  multipliant  membre  à  membre, 


1.3.5. ..2/n  —  3 

M/n  =  ==  T^' 

2.4.6. ..2/n  —  2 


Considérons  encore  Tintégrale 


1    /^ 


a:^ 


qui  est  finie,  comme  nous  l'avons  vu  ;  l'intégrale  indéfinie  est 


TT 


arc  sînx  :  X  variant  de  o  à  i ,  Tare  sinus  varie  de  -  :  donc 

'  2 

*      dx 


Jr        dx       _  ir, 
0    7^=^"^' 


on  a  aussi 


xdx 


En  intégrant  par  parties,  on  trouve 


l 


'    jc"^dx 


/,- 


-X 


v/i  — xï 


/n 


-.,(■ 

V  0 


/i  —  x^ 
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la  partie  intégrée  est  nulle,  et,  en  appelant  le  premier  mem- 
bre Um,  on  a 

m  —  î 

Wm  —  — — —  ^m-i  ; 

m 

faisant  alors /7t  =  2,  4»  •  •  •  ^  2/1,  puis  m  =  3,  5,  . . .,  2/1  4-i, 
il  vient 

Mo    =  ->  u,       =1, 


2/1  —  I  a/t 

2/1  2/1  -H  1 

c'est-à-dire 

..                1.3.5.. .(2/1  — 1)1:  2.4*6. ..2/1 


2.4*6. ..2/1  2  1.3.5.  ..(2/» -I-  1) 

Cela  posé,  on  a,  en  général, 


/    a?*»  :  /i  —  jr^cir 


W/n+1  /•*  , .  ^' 

parce  que  les  éléments  du  numérateur  sont  plus  grands  que 
ceux  du  dénominateur.  Ainsi 

donc 


ou 

/^       ^    W/n-hl 


>1 


>i; 


pour  /n  =  00  le  premier  membre   converge   vers    i  :    donc 

lim^^^^^  =:  I ,  et  par  suite,  pour  /i  =  ao,  lim — ^^  =  i  ;  la  for- 

mule  (i)  donne  alors 

,.     i*3*...(2/i  — i)'(2/H-i)  ir 
2*. 4*. 0^..  (2/1)*  2 
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OU 

ic      ,.     I  3  3  5  5        a/i-+-i 

—  =  lim  - •  •  •  ; 

a  a  a  4  4  6  a/i 

cette  formule  est  due  à  Wallis. 

XII.  —  Diflérentiation  sons  le  signe  /. 

Quand  une  intégrale  définie  contient  sous  le  signe   /  un 

paramètre  variable  t^  elle  est  ordinairement  fonction  continue 
de  ce  paramètre,  puisqu'elle  a,  comme  on  Ta  vu,  une  dérivée 
finie  par  rapport  à  ce  paramètre.  Il  convient  toutefois  de  rêve- 
F  nir  sur  la  démonstration  que  nous  avons  donnée  de  ce  der- 
nier théorème.  Soit 


on  en  déduit,  en  faisant  varier  t, 


h 


a 

et,  par  suite, 


^u=^J   [Ax,t-^lit)-f{x,t)]djr 


s-/ 


Al/ _  /-yçj-,  t-^\t)—f(T,  () 


dx. 

rt 


Or,  si  Ton  suppose /(j;,  /)  fini  entre  les  limites  a  et  6  de  x  et 
si  l'on  admet  que  cette  fonction  possède  toujours  une  dérivée 

finie  et  en  général  bien  déterminée  ^>  on  aura 

f(x,  t-^M)—/(x,t)  _  df 

t  désignant  une  quantité  qui  tend  vers  zéro,  quel  que  soit  /, 
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quand  A/  lend  vers  zéro;  la  formule  (A) pourra  donc  s'écrire 


— -=/     -~  dx  -h  I    t  dx. 


Si  Ton  désigne  par  E  la  plus  grande  valeur  que  puisse  prendre 
la  valeur  absolue  de  s  et  par  0  une  quantité  comprise  entre 
—  1  et  -4-  I,  on  aura 


b  ^r^  ^b 


n 

ou 


l7-/f'''-^«=(*-«): 


donc,  en  passant  aux  limites  et  en  faisant  A/  =  o,  E  =  o 


,.    lu      du        r^àf  , 
It        dt       J      dt 


Mais  cette  démonstration  suppose  b —  a  essentiellement  fini; 
elle  ne  s^applique  donc  pas  aux  intégrales  prises  entre  des 
limites  infinies. 

Considérons  l'intégrale 


i(=  f    /(JCy  t)dx; 


b  étant  positif  et  plus  grand  que  a,  posons 


wi=  y    /(^,  t)dx\ 


a 

on  aura 

M  =  M,-4-  /     f[xy  t)dx 
^b 

et,  en  faisant  x  =  -» 

1 

'^  J\     A  dz 


"^"^-^/•^G'OS 


THÉOmB    DBS    INTÉGRALES    DÉFINIES.  120 

Supposons  que,  :;  variant  de  o  à  t>/(  ^>  /)  ^  conserve  une 
valeur  bien  déterminée,  ainsi  que  sa  dérivée  ;  il  viendra 


du  ^  dui 


ou 

du  __  âui         r^'^/j 
Tt-Ht   "^^4     Tt  ''^^ 

d'où  Ton  conclura 

Ainsi,  de  la  formule  (i)  on  pourra  conclure 


pourvu  que,  les  limites  a,  6  restant  Jinies,  f  ait  entre  ces 
limites  dex  une  dérivée  finie  et  bien  déterminée  ;  on  pourra 
encore  en  conclure  cette  for  mule  quand  a  ou  b  seront  in- 
finis, mais  alors  fl -y  tj—^  devra  être  fini  ainsi  que  sa 

dérivée  relative  à  t  quand  x  tend  vers  -  ou  -f 

■'  au 

Considérons,  par  exemple,  Tinlégrale 


/ 


00         .  . 

dx. 


Pour  savoir  si  nous  avons  le  droit  de  la  diflerentier  par  rap- 
port à  ^,  posons,  dans  Tintégrale 


/*sin/x   ,  I 
dx,        X  = 


nous  aurons 

s 

^  .    t  dz 


/f>  .    t  dz 
^sin-  pour  5  =  o  est  infini  :  sa  dérivée  d'ailleurs  est  infinie; 
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on  ne  peut  donc  pas  diflTérentier  Tinlég^e  en  question  par 
rapport  à  /.  Effectivement,  on  trouverait    /    costxdXy  qui 

^ dx  est  finie  et  bien 

déterminée,  comme  nous  le  verrons  plus  loin. 
Considérons  encore  Tintégrale 


/ 


e-f'*dx\ 


Texpression  — —^  quand  on  suppose  x  =  o,  est  finie  ainsi 

t_ 

que  sa  dérivée -ç-  •  On  aura  donc  le  droit  de  différenlier 

par  rapport  à  t  Tintégralc  précédente,  et  la  dérivée  de  cette 
intégrale  sera 

On  peut  encore  donner  un  autre  critérium,  pour  voir  si 
Ton   peut  appliquer  la  règle  de   la  différentiation  sous  le 

signe   /  à  une  intégrale  prise  entre  des  limites  infinies  :  on 

a  en  effet 

c'est  la  formule  (A);  elle  peut  s'écrire,  si/(j?,  t)  a  une  déri- 
vée seconde  bien  déterminée  quand  x  varie  de  a  à  6, 

/'  étant  mis  pour  ^  et  0   désignant  un   nombre   compris 
entre  o  et  i  ;  on  a  donc 
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rt,  ^1  l^ intégrale 

f  f'{x,  t)dx 

n'est  pas  injinie,  on  pourra  écrire 

ôt      J^    dt      '    . 

lors  même  que  a  et  b  seraient  infinis. 

dx.  La  dé- 
rivée seconde  de  est  xs\ntx\  or  /     x  sin  txdx  étant 

inGni,  on  n'aura  pas  le  droit  de  dîflTérenticr  sous  le  signe.  Au 
contraire,  si  l'on  considère  l'intégrale  /  e'^^^dx,  la  dérivée 
seconde  de  e~"*  esix*e~'^  et  l'intégrale 


/ 


x'*e-'^*dx 
0 


est  finie  comme  la  proposée;  il  viendra  donc 

^   C    e-t^*dx  =  -'  r    x*e-'''dx. 

Il  va  sans  dire  que  Ton  suppose  /  >>  o. 

La    règle  de  la  diiTérentiation  sous  le   signe    /   tombera 

ntfcessairement  en  défaut  quand  on  voudra  l'appliquer  au  cas 
où  la  quantité  placée  sous  le  signe  sera  infinie,  indéter- 
minée ou  discontinue,  ou  même  seulement  au  cas  où  sa 
dérivée  serait  infinie  ou  indéterminée.  Ainsi,  par  exemple, 
l'intégrale 


f. 


'      dx  3,  xî       3    I 


a  évidemment  une  dérivée  par  rapport  à  a.  Si  l'on  voulait  la 


L 
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trouver  en   appliquant  la   règle  donnée  tout  à  Theure,  on 
aurait  pour  résultai  l'intégrale 


U  l 


dx 


qui  est  infinie. 

Lorsque  la  quantité  placée  sous  le  signe  /  devient  infinie, 

il  faut  donc  laisser  de  côté  la  règle  démontrée  plus  haut;  on 
pourra  chercher  à  faire  un  changement  de  variable,  rame- 
nant rintégrale  à  une  autre  ne  renfermant  plus  d'éléments 
infinis;  les  limites  de  la  nouvelle  intégrale  contiendront  alors 
le  plus  souvent  le  paramètre  par  rapport  auquel  on  doit  diffé- 
rentier  et  Ton  sera  conduit  au  cas  que  nous  allons  étudier. 

XIII.  —  Cas  où  les  limites  sont  yariables. 

Lorsque  les  limites  a,  b  de  l'intégrale  sont  fonctions  de  /, 
il  faut  apporter  quelques  modifications  aux  conclusions  pré- 
cédentes; posons  toujours 

w  =  /    /{or,  t)dx, 

nous  aurons,  par  le  théorème  des  fonctions  composées, 

du        du        du  da       du  db 

(I) 


dt         dt        da  àl        db  àt 

Dans  celle  formule  ,-  désigne  la  dérivée  partielle  de  u  rela- 
tive à  t,  c'est-à-dire  prise  en  laissant  a  et  6  constants;  cette 
dérivée  n'est  autre  que  celle  que  nous  avons  appris  à  calculer 
tout  à  l'heure  :  ainsi  l'on  a  ordinairement 

on  a  ensuite 

,  «  du        j., .      . 

(3)  ^  =/(6,  0. 
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car  la  dérivée  d'une  intégrale  prise  par  rapport  à  sa  limite 

supérieure  est  la  fonction  placée  sous  le  signe  /  dans  laquelle 

on  remplace  la  variable  d'intégration  par  la  limite  supérieure, 
et,  comme  l'on  a 

tt  =  /*  /(x,  t)dx  =  -  f  /(x,  t)dt, 
on  en  déduit 

(4)  ^  =  -/(a.  /); 

en  vertu  des  formules  (2),  (3),  (4)»  la  formule  (1)  devient 

ai       J^     ai  -^  '  ôi       -^      ^    '  ôi 

C'est  dans  cette  formule  que  consiste  la  règle  de  la  differen- 
tiation  sous  le  signe  /  • 

Première  application.   —   On   propose   de  différent ier 
l'intégrale 

par  rapport  à  z;  on  posera  ^  x  ^=  z  ou  x  =^  z-,  elle  deviendra 

/•♦*co5»j«         .         /•**  ... 

la  dérivée  par  rapport  à  z  est 

Le  résulut  est  le  même  que  si  l'on  avait  appliqué  la  règle  de 
la  différentiation  sous  le  signe  /  • 

L.  —  rraiié  d'Analyêe,  III  .       '^ 


'djr 


l3o  CHAPITRE    III. 

Deuxième  application.  —  Diflerentier  par  rapport  à  a 
l'intégrale 


/F=^- 


On  posera  ^x  —  a  =  i;  et  l'intégrale  deviendra 


-Va 

rien  ne  s'oppose  plus  celte  fois  à  l'application  de  la  règle  de 
la  difTérentialion  sous  le  signe  /  ;  on  trouve  alors 

L'application  directe  de  la  règle  de  la  dififérentiation  sous  le 
signe  /  à  l'intégrale  (i)  aurait  donné  l'intégrale  indéterminée. 

1  w^J^-kL  m^^^'^- 


XIV.   —  Intégration  sous  le  signe  /. 


Posons,  comme  tout  à  l'heure, 


n)  u=  I    f{x,  t)(Ix\ 

je  dis  que  l'on  aura 

^'1)  I     ud(  =  I     ^^  I     /(^>  0^^^ 
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Ed  effet,  diflerenlions  les  deux  membres  de  celte  formule 
par  rapport  à  ^,  nous  aurons 


(tt)^  désignant  ce  que  devient  u  quand  on  y  remplace  /  par  p. 
Les  deux  membres  de  la  formule  (2)  ont  donc  la  même  déri- 
vée relativement  à  p,  car  Téquation  précédente  est  exacte, 
la  formule  (1)  ayant  lieu  quel  que  soit  t^  et  en  particulier 
pour  /  =  ^;  donc  les  deux  membres  de  (2)  ne  peuvent  diffé- 
rer que  par  un  terme  indépendant  de  P;  ce  terme  est  zéro, 
car  pour  ^  =  a  les  deux  membres  de  (  2)  sont  nuls  tous  deux  : 
ainsi  la  formule  (2)  est  une  conséquence  de  (1);  elle  peut 
d^ailleurs  s^écrire 

/       /    /(^,  t)dxdt  =  f     f  /(^,  t)dxdt, 

et  Ton  voit  qu'il  est  permis  d'intervertir  Tordre  de  deux  inlé- 
liraiions  successives. 

Nous  remarquerons  toutefois  que  la  formule  précédente 
cesserait  d^étre  exacte,  si  la  fonction/  cessait  d'être  finie  ou 
•en  déterminée  entre  les  limites  de  l'intégration. 


XV.  —  Application  des  règles  précédentes. 


On  a 


s: 


xf^dx  = 


m  -t-i 


!eo  intégrant  par  rapport  à  m,  de  pi  à  v,  il  vient 


X 


xV-  —  arv    _         ,      uL-hi 
— T dx  =  log • 


[L'intégrale  indéfinie  correspondante  n'aurait  pas  pu  se  cai- 
ller. 
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2**  On  a 

[0 

Si  l'on  différentie  n  fois  de  suite  la  formule  (i),  ce  qui  est 
permis,  la  dérivée  seconde  de  la  quantité  intégrée  restant 
finie,  on  a 


Jf     (  —  i)'^  x^  e-^' dx — 
0 


I  .î>.3. . .  nT —  î> 


I» 


Si  l'on  fait  alors  a  =  i  et  si  l'on  divise  par  ( —  i  )",  on  trouve 

Jf     jr'»e-'rfa?  =  I.2.3..  .(/i  —  i)/i. 
0 

En  intégrant  de  a  à  6  la  formule  (i)  par  rapport  à  a,  on  trouve 

j      ajF  =  log-« 


Cette  formule  se  vérifie  en  la  dilTérentiant,  ce  qui  est  permis, 
la  dénvée  seconde  de  la  quantité  placée  sous  le  signe  f  étant 
finie. 

3"  La  formule 


f 


dx  7t    -1 


diflférentiée  par  rapport  à  a,  donne 


dx        __  ''^     -- 

,^         (27* -+-«)*    "    4 


4**  L'intégrale  /     dx  est  finie  ;  en  effet,  on  peut  l'écrire 


I      dx-\-  I        dx  -^  I       rfj7  -t- . . . 

J^  X  J^  X  J^  X 

ou  bien ,  en  remplaçan  t  dans  le  second  terme  x  par  x  4-  tt,  etc., 

/      dx-^   I      dx-h   I      dx  — 
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Cette  suite  forme  une  série  â  termes  décroissants  et  alternati- 
vement positifs  et  négatifs.  Le  terme  général  /     dx  a 

pour  limite  zéro,  car  il  peut  s'écrire 

I        r'^  a 

■z /     %\nxdxr=-r , 

ç  restant  compris  entre  o  et  tc.  Cette  quantité  pour  n  =  co 
est  nulle.  La  série  en  question,  et  par  suite  Tintégrale,  a 
dooc  une  valeur  finie. 

Ceci  posé,  on  trouve,  pour  a  >>  o, 

/^^    .         ,               asinar -h  cosar 
g-ax  smxdx  = e-^^, 

donc 

I 


/ 


e-^^  sinx  da:  — 


a*-^  I 


en  intégrant  alors  depuis  a  =  e  >•  o  jusqu'à  a  =  ofc  ,  on  a 

/.^  sinar   ,        TT 
e-^ ox  = arc  tanche. 

(L'intégration  est  permise,  comme  on  peut  le  vérifier,  en  dif- 
férent! an  t  la  formule  obtenue  après  l'intégration  et  en  obser- 
vant que  la  dérivée  seconde  de  la  quantité  sous  le  signe  /est 
fînie.) 

Retranchons  de  part  et  d'autre  /     dxy  nous  aurons 


/*/          -^\^^^^  ^        ''^  .  /•"  sîn 

(i  —  e-^) dx  = arctange  —   /      — 
X                ^  J^         X 


Cherchons  la  limite  du  premier  membre  de  cette  formule 
pour  e  =  o  ;  écrivons-le  ainsi 


\ 
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OU  encore 

r''(,  _  e-ex-uit)  -llEiL  ^_. ... 

Tous  les  termes  de  cette  série  sont  décroissants,  alternative- 
ment positifs  et  négatifs;  cette  série  est  donc  convergente, 
et  sa  valeur  est  comprise  entre  son  premier  terme  et  la  somme 
de  ses  deux  premiers  termes  :  cette  valeur  est  donc  zéro 
pour  e  =  o. 

La  formule  (i)  devient  alors,  pour  e  =  o, 

donc 

Quand  on  pose  ^  r=  az,  on  trouve,  en  supposant  a  >  o, 

/*  sina5    -         ir 

et  cette  intégrale  ne  dépend  pas  de  a.  Cependant,  si  Ton  chan- 
geait a  en  —  a,  on  aurait 


/ 


sin( — OL^zdz    ,              tt 
az  = f 

Z  2 

0 


ce  dont  on  s'assure  en  changeant  dans  (2)  j:  en  —  x s  et  en 
supposant  toujours  a>  o. 

XVI.  —  Quelques  intégrales  obtenues  par  diverses  méthodes. 
i®  Quand  une  fonction /(^)  est  paire,  c'est-à-dire  quand 


^ 
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on  a 


>  -t-'(  A%  " 


car 


f{x)dx  =  i  I    f(x)dx, 

-a  *^0 

f    f(x)dxr..     f   f(x)dx-^    f    f(x)dx, 

et  si,  dans  la  première  intégrale  qui  figure  au  second  membre, 
on  change  x  en  — \r,  on  reproduit  la  seconde. 
Ainsi  nous  avons  trouvé  tout  à  Theure 


/      dx=  -\ 

K  x  a' 


0  -^ 


il  en  résulte 


/ 


sin  1.x    , 
/tr  =  r. 


—  •      •'' 


On  a  trouvé 


r  *       dx       _  ir  ^ 


il  en  résulte 


/. 


dx  T. 


(  1  -T-  J?*)*  2 

2**  Quand  la  fonction  y( a:)  est  impaire,  c'est-à-dire  quand 


on  a 

.-♦-rt 


/       f{x)dx  =  o, 

car  tous  les  éléments  de  cette  intégrale  sont  égaux  deux  à 
deux  et  de  signes  contraires.  (La  même  démonstration  que 
tout  à  rheure  réussirait  aussi.) 
Ainsi  Ton  a 

/'^'^hxïi'^x  r^'^ 
dx  =  Of          I       a?^*'«+*^dlr  =  o,         ..., 
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3**  L*iotégraIe  /    ^  ci-  —  -r*  dx  représente  le  quart  de  Faire 


•  • 


du  cercle  de  ravon  a  :  sa  valeur  est  donc  4  ^*-' 

4 

4^  Voici  une  intégrale  qui  joue  un  rôle  important  dans 
diverses  branches  des  Mathématiques  appliquées  :  on  a 


r".-^^-_v^'= 


Pour  démontrer  cette  formule,  posons 


d'où 


posons 


nous  aurons 


T  =  /  >',        Ht  =  Y  dt, 

•  0 

Intégrons  les  deux  membres  de  cette  équation  par  rapport  à  v 
de  —  X  à  4- X  (el  il  est  facile  de  voir  que  c'est  permis),  nous 
trouvons 

ou  bien 

on  en  conclut 

•-  0 

5**  Nous  étudierons  encore  deux  intégrales  connues  en  Op 
tique  sous  le  nom  (ïinlégralcs  de  FresneL 


-0  » 
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Si  dans  la  formule  (i)  on  remplace  x  par  x  ^^  on  a 


e"^  dx  =  ^/ita   », 
i'où 

v/ïc«/o 

Multiplions  les  deux  membres  par  cosa  da  et  intégrons  de  o 
à  3C,  nous  aurons 


<e        ^ao 


de  même 


•0         ^ao 


X-—  sin  a  =  —rr    /       /     tf-"^'  sin  a  rfac/lr ; 


multiplions  la  seconde  par  y/ —  i  et  ajoutons,  il  viendra 

__    2      r'^  I  x^dx         I dx    \ 

Or  on  a,  en  posant  a;  =  -  > 

donc 

/•*e«*^rfo       /         / V    a      r""  x^dx 
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Ma 


is  /     -~ —  dx  est  égal  à  -^;  on  a  donc,  en  égalant 


à  zéro  les  parties  réelles  et  les  coefGcîents  de  y/ —  i , 


si  Ton  fait  a  =  x*,  il  vient 


I      ^'inx^dx  —   I     cosx^dx 


Nous  retrouverons  ces  formules  par  une  autre  voie. 


XYII.  —  Des  intégrales  des  différents  ordres. 


L^intégrale  ou  V intégrale  première  d'une  fonction  /{x) 
est  la  fonction  dont  la  dérivée  est/(j:);  de  même  nous  appel- 
lerons intégrale  d'ordre  n  d'une  fonction  f{x)  une  fonc- 
tion^, telle  que  Ton  ait 


(I) 


en  intégrant  une,  deux,  trois,  . . . ,  /i  fois  et  en  désignant 
par  Xq^  Co,  C|  ,  . .  • ,  C/i_i  des  constantes,  on  aura  successive- 
ment 

^«-1  y 


dx^ 

ffn-ly 

dx» 


^=  f  f(x)dx^Co, 


,Jc     ^r 


%=  f     f  /(x)dx^^CoX-hC 


1) 


,  X        /%  X 


y 


=    I        f     .>^f{^)dxn 

^jr.    ^x. 


I  .  -2 .  .  .  /i  —  I 


-r- . . .  -+-  Cu_t  X  -4-  Cn— 1 . 
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Comme  Coy  C|,  ...   sont  arbitraires,  en  appelant  n(j:)  un 
polynôme  arbitraire  de  degré  n  —  i ,  on  pourra  écrire 


X     ^x 


X.    •^.r. 


La  solution  la  plus  générale  de  Téquation  (i)  renferme  donc 
le  polynôme  n(x)  arbitraire  de  degré  n\  les  diverses  solu- 
lions  de  (i)  ne  pourront  donc  différer  entre  elles  que  par 
un  polynôme  arbitraire  de  degré  n  —  i . 

Ceci  posé,  je  dis  que  les  intégrations  successives  qui  con- 
courent à  former  la  solution  y  peuvent  être  remplacées  par 
une  seule.  En  effet,  Tintégrale  du  premier  ordre  de/{x)  étant, 
en  négligeant  la  constante, 


(3) 


j'/(x)dx, 


celle  du  second  ordre  sera 


f   ^\f  /(^)daA 


ou,  en  intégrant  par  parties  et  en  négligeant  les  constantes^ 


(4)  -P  /    fix)dx—  1     xf{x)dx] 

rintégrale  du  troisième  ordre  sera 

/x    Y    /*x  I  /•  *''  /*  *'* 

x\    j     f{x)dx\dx —  I     dx  I     x/{x)dx 

ou,  en   intégrant  par  parties  et  en  négligeant  toujours  les 
constantes, 

(5;         —    /    f(x)dx-^x  I     xf(x)dx-\-  1     — f(x)dx. 

^   •/r.  «0-.  «/ro      ^ 
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Les  résultats  (3),  (4),  (5)  peuvent  encore  s'écrire 


ou 


^  f  A^)dz-  f   z/{z)dz 
Ç   f'f{z)dz-x  C'zf(z)dz^  r^f{*)dz 

^   *^Xt  «^X.  •^x. 


On  soupçonne  pour  l'intégrale  dWdre  n  la  formule 


ou 


(6) 


y=   /      — ^^- f(z)dz. 


Nous  allons  vérifier  que  cette  fonction^  :  i®  a  pour  dé- 
rivée n}^^^  J{x)  et  en  est  une  intégrale  d'ordre  n\  a®  qu'elle 
s'annule,  ainsi  que  ses  n  —  i  premières  dérivées,  pour  x  =  x^. 

Effectivement,  on  tire  de  (6),  en  appliquant  les  règles  de 

la  différentiation  sous  le  signe  /  > 

-;-  =    /      ; fKz)dz-\-\ — ^r -r — /(^)  I  ; 

dx      J^,^    i.jt.3...(/i  — -i;-^^    '  Li.2.3...(n  — i;-'^    '\z=:x 

mais  le  terme  dans  lequel  on  doit  faire  z  =  x  est  nul  :  on  a 
donc  simplement 


dy  _    r'       (ar-z)n-* 

dx-J^     i.i.3...(n-2)-'^''''"' 


puis 


dx* 


£^=  f\x-z)'>f(z)dz^   rn=)dz. 


or. 


J^« 
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Les   n  —  I  premières  dérivées  de  y  sont  donc  nulles  pour 
Jc  =  jTo  et,  en  difFérentiant  encore,  il  vient 

La  formule  (6)  donne  donc  bien  une  solution  de  Téqua- 
tion  (  i),  et  la  solution  la  plus  générale  de  cette  équation  sera, 
en  appelant  n( x)  un  polynôme  arbitraire  d'ordre  n  —  i , 

» 

L^ne  intégrale  dWdre  n  se  calcule  donc  au  moyen  d'une  intc- 
«^ralîon  unique. 


XVIII.  —  Formule  de  Taylor. 

On  peut  déduire  de  la  théorie  exposée  au  paragraphe  pré- 
cédent la  formule  de  Taylor,  avec  une  nouvelle  forme  du 
reste. 

En  effet,  d'après  ce  que  l'on  a  vu,  la  solution  la  plus  géné- 
rale^ de 

est 

et,  en  désignant  par/"  (x)  la  dérivée  ai**'™*' de/(j;),  la  solution 
la  plus  générale  de 

(')  £=/'(^) 

sera 


é 


14^ 
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Orf{x)  est  unesolulion  de  (i);  on  aura  donc 


H) 


/^->-°^--X\.Il.'n"-lo-^'^"^^- 


n(x)  devant  avoir  une  forme  convenable.  Pour  déterminer 
la  forme  de  Ilt'xK  nous  observerons  que  Tinlégrale  qui  Ggnre 
dans  Téquation  précédente  est  nulle,  ainsi  que  ses  n  —  i  pre- 
mières dérivées,  pour  x  =  Xt;  par  suite  y(jr) — n(j:),  qoi 
lui  est  égal,  devra  être  nul,  ainsi  que  ses  n  —  i  premières 
dérivées,  pour  x  =  x©  ;  donc 

/'(xo)-n'(xo)--o, 


/*-»(aro)  —  n*-«(arç)  -=  o. 


Il(x)  est  alors  connu,  ainsi  que  ses  n  —  i  premières  dérivées, 
pour  X  =  Xo,  et  par  suite 


\\{X)  =  Il(jro)  -r- ^  n'(*ç)  -r^.  .  . 


ou  bien 


!I(;x;--/(xo)-  ^l-^V(^u;-.-.. 


rx  — j-o)"-' 


1  .  '2  .  3 .  .  .  /l  —  I 


/"-*(^u.). 


(3)  devient  alors 


f{T)=/{Xo)-^.- 


J^      I  .-2.3.  . .  (/i —!)•'     ^     ^ 

C'est  la  formule  de  Taylor,  dans  laquelle  le  reste  a  pris  la 
forme 

R=   /      ^ — -, f''{z)dz. 

On  peut,  parmi  une  infinité  d'autres,  retrouver  la  forme  ordi- 
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oaire  du  reste;  écrivons,  par  exemple,  cette  formule  ainsi 

J^^  l.2.3...(/l-l)f(z)       ' 

supposons  y"  et  i/  continues  et  i^'  croissant  ou  décroissant 
entre  les  limites  Xq  el  x'.  on  pourra  écrire,  en  appelant  !^  une 
valeur  comprise  entre  Xq  et  Xj 


ou  bien 


R  =  /''li}.J^.zi_î.)!l!_  r^\z)dz 


fn(r\(  r T\n-\ 


soit  '^{^ }  =  (-^  —  ^)"j  oï^  aura 


< .  '2 . 3 . . .  /i 


(a:  —  To)". 


C'est  la  forme  ordinaire  du  reste. 


EXERCICES  ET  NOTES. 


f .   On  a,  pour  6  <  a, 


dx 


it 


Intégrer  et  diCTérentier  par  rapport  à  a  et  à  6. 
2.  On  a 


Ç^  __dx__  __         r. 


DiflTérentîer  par  rapport  à  a. 
3.   Démontrer  la  formule 


/ 


ic 


1      /  tv^         \  ^  sia<i, 

log(i— 2aar-T-a*)t^  =  I 
«  (  airloga    si  a  >  i, 
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en  observant  que  le  premier  membre  est  égal  à 


i  =  m 


lim 


(Indiqué  par  Delauiut.) 


1  =  0 


4.  Démontrer,  en  s'appuyant  sur  l'expression  de  l'aire  de  l'ellipse, 
que 

^  lie 


I 


tic 


(i-«cos6).       ^^_^,j| 


Différentier  plusieurs  fois  de  suite  par  rapport  à  e. 


3.  Prouver  que 


r-". 


-^5-£ir=glog2, 


en  posant  x  —  tangtp. 


(Serekt,  Journal  de  Liouvilte,  t.  1\.) 


6.  Réduire  à  une  intégrale  simple  Texpression 

f     X dx  j     xdx  J     ••./     J?ïp(a?)€/, 
^.  •/»•«  •/»•-         •/»•- 


7.  L*intégrale 


/*  ces  a? 
Jx 


dx 


a  une  valeur  finie. 


8.  L'intégrale 


fic^) 


dx 


a-t-elle  pour  des  valeurs  de  a  convenablement  choisies  une  valeur 
réelle  et  finie? 


9.  Trouver  la  limite  de 


/ 


'"  x 

ces'»»  —= 

0  yrn 


dxy        pour        m  =  x. 


10.  Il  existe  une  grosse  Table  de  presque  toutes  les  intégrales  dé- 
finies connues,  par  Bierens  de  Haan. 
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ii.    On  démontre  facilement  que 
^«— 1(,  —  x^)    *         ,       s     .     o  r       /  .  sinnarceosiT 

~ r-^ =(—  !)'»->  1.3.5.  .  .(2/1  —l)    • 

Alors,  au  moyen  de  l'intégration  par  parties,  on  a 

J  <f''(*){l-Z*)-r-dz=(-l)nJ        ç(s)_L__J__rf- 

et,  si  l'on  fait  z  =  cosrr,  on  a 

/      <p«(cos2r)sin*'»a:c/x  =  1.3.5. .  .(2/1  —  i)  /     (^ {cos x)  cosn x  cLr. 
(Jacobi,   Crelle,  t.  15;  Liouville,  /.  de  Math.,  i**  série,  t.  I.) 
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SUR   LES  INTEGRALES  MULTIPLES. 


L  — -  Définitions. 


Considérons  un  système  de  variables  Xty  X3,  •• .,  Xj|.  On 
peut  les  assujettir  à  prendre  certaines  valeurs  simultanées; 
l'ensemble  des  valeurs  simultanées  que  ces  variables  pourront 
prendre  sera  ce  que  Ton  appellera  un  domaine. 

Un  domaine  pourra  être  fourni  par  un  ensemble  d^inégalités, 
telles  que 


Par  exemple,  si  x  et  y  sont  les  coordonnées  rectangulaires 
d'un  point  assujetti  à  rester  dans  un  cercle  de  rayon  R  décrit 
de  l'origine  comme  centre,  le  domaine  des  variables  x  et  y 
sera  défini  par  Finégalilé 

Si  le  point  (x,  j)  est  assujetti  à  rester  dans  un  rectangle  dont 
les  sommets  ont  pour  coordonnées  (^o?  J'o)i  (^0  + A,  j'o)t 
{xo,  fo -4-  A),  {xq  4-  A,  Vo  -f-  f^')f  le  domaine  des  variables  Xj 
y  sera  fourni  par  les  inégalités 

On  appelle  intégrale  multiple  de  la  fonction  de  plusieurs 
variabl  es  f{x^  y^  z  ),  prise  relativement  à  un  domaine  donné  D, 
la  somme  des  valeurs  que  peut  prendre  l'expression 


(I) 


N^ /(a?  -t-  X  Ar,  X  -4-  {X  \yy  z-h^  ^z)^x  \y  \z, 
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quand  jr,  ^,  z  varient  dans  le  domaine  donné  D,  Ao:,  Aj^,  As 
prenant  des  valeurs  qui  tendent  vers  zéro  et  X,  jjl,  v  désignant 
des  quantités  arbitraires  comprises  entre  o  et  i. 

Une  pareille  définition  a  besoin  d'être  justifiée  en  établis- 
sant que  Texpression  (i)  a  une  limite,  toujours  la  même, 
quels  que  soient  X,  [jl,  v  (compris  entre  o  et  i)  et  quel  que  soit 
le  mode  d'insertion  des  quantités  x,  y,  z  dans  le  domaine  D, 
pour\"u  que  leur  nombre  soit  infini  et  que  x^y,  z  ne  passent 
jamais  d'an  système  de  valeurs  à  un  autre,  qui  diffèrent  de 
celles-ci  de  quantités  finies.  Pour  établir  cette  proposition, 
nous  nous  appuierons  sur  le  lemme  suivant  : 

Letm !<£•  —  Si  la  quantité  e  tend  vers  o  d'une  manière 
quelconque  y  V  intégrale  1  tdx  aura  aussi  pour  limite 
zéro. 

En  efiet,  soit  E  la  plus  grande  valeur  absolue  de  s,  quand 

X  varie  de  a  k  b\  comme  l'intégrale  /  tdx  est  la  limite 
de  Z£  Ajt,  on  aura  toujours 

SEAa:<2EAj7     ou     ESAar. 

Or 

2  Aj?=  6  —  a; 

donc 

2eAj7<E(6  — a). 

Si  donc  e  tend  vers  zéro,  il  en  sera  de  même  de  E,  et  l'inté- 
ie  proposée  aura  aussi  pour  limite  zéro. 
Cela  posé,  donnons  à  z  et  ^y  des  valeurs  bien  déterminées  ; 
jc^  y^  :z  restant  dans  le  domaine  D,  x  va  varier  entre  des 
limites  bien  déterminées,  fonctions  de  y  et  ^,  que  nous  sup- 
poserons aa  nombre  de  deux  pour  fixer  les  idées,  et  qui  se- 
ront racines  de  0  =  o  si,  par  exemple,  le  domaine  D  est 
donné  par  la  formule  ©  <  o.  Soient  <foCx>  z)  et  <f  i  (j/-,  5)  ces 
Umites,  on  aura 

Jf      /(^^yj  z)dx  =  lim^/(a?  -h  X  Aar,  y,  z)  i^x 
9» 
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OU,  en  appelant  e  un  infiniment  petit, 

(a)  /      /dx  =  \/{x-hllx,y,  z)^T'i-t, 

(Si  rinégalité  6  -<  o  imposait  kx  Tobligation  de  varier  enta 
Ço  et  ?i»  ?2  et  ^3,  par  exemple,  le  premier  membre  de  celi 
formule  se  composerait  de  deux  intégrales  au  lieu  d^une,  e 

il  faudrait  v  ajouter    /     fd^-)  Multiplions  les  deux  membre 

de  (2)  par  dy  et  intégrons  entre  des  limites  qui  soient  S 
plus  grande  et  la  plus  petite  des  valeurs  (  *  )  que  puiss 
prendre  j^,  quand  x  reste  constant  dans  Tinégalité 

les  limites  de  y  seront  certaines  fonctions  de  x,  •%  et  ^ 
peut-être  difficiles  à  déterminer,  mais  qui  ont  une  existent  « 
réelle.  Nous  aurons  alors 

/       dy         A^yy,  ^)dx 
=    /        2^f{jr-{-\lT,  y,  z)dylx-^   /       z  dy 


I      dy         f{x,y,z)dx  =  y\/{x-hl\Xyy-+-iLly,z)lx!iy 


OU  bien 

a  désignant  une  quantité  infiniment  petite,  puisque,  en  vc^ 

de  noire  Icmme,    /      tdy  est  infiniment  petit.  En  mullipU^ 

par  dz  et  en  intégrant  entre  deux  limites  qui  seront  le  m*^ 
mum  et  le  minimum  de  ;;,  pour 

^{-r,  y,  -)>o, 


(')  Ou  plus  généralement  entre  des  limites  qui  soient  les  maxima  eC- 
minima  successifs  de  ^'. 
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on  trouvera,  en  appelant  a  et  6  ces  limites, 


•V. 


à  un  infiniment  petit  près.  L'expression  (2)3  donc  une  limite. 
Nous  écrirons  cette  limite  sous  la  forme  abrégée. 


(3)        yyy*-^^^'  ^^  z)dxdydz. 


Il  est  clair  que  la  valeur  d'une  intégrale  multiple  pourra 
prendre  des  formes  différentes,  suivant  que  Ton  commencera 
l'intégration  par  rapport  à  l'une  ou  à  l'autre  des  variables, 
mais  les  résultats  numériques  obtenus  devront  coïncider. 

jVous  éclaircirons  ces  notions,  un  peu  abstraites,  au  moyen 
d'une  application  : 

Supposons  qu'il  s'agisse  de  calculer  le  volume  de  la  sphère 
ayant  pour  équation 

Menons  une  série  de  plans  parallèles  aux  plans  de  coordon- 
nées et  infiniment  voisins  :  ils  décomposeront  le  volume  de 
la  sphère  en  une  infinité  de  petits  parallélépipèdes  de  dimen- 
iîons  dx  dy  dz  ;  la  somme  des  volumes  de  ces  parallélépipèdes 
L  c/jc  dy  dz  pour  toutes  les  valeurs  de  x,  y,  z^  telles  que 

iura  pour  limite  le  volume  de  la  sphère;  en  vertu  des  défini- 
ions  données  tout  à  l'heure,  on  voit  que  le  volume  de  la 
phère  sera  l'intégrale 

j  j  I  dxdy  dz, 

e  domaine  des  variables  x,yy  z  étant  défini  par  la  formule  (A), 
>u,  comme  Ton  dit  encore,  le  point  Xy  y,  z  restant  assujetti 
I  demeurer  à  l'intérieur  de  la  sphère  x^  -{-y^  -^  z'^  =  R2. 

Une   première  sommation,  effectuée  en   laissant  y  et  z 
;onstants,  sera  faite  par  rapport  à  x 

de     —^Rt^yi  —  z^      à      H-y^Rî— ^î-^2, 


l5o  CHAPITRE    IV. 

et  donnera 

I  dx    ou     2v/H* — y^  —  jf*; 

il  faudra  ensuite  calculer  Tintégrale 


fidjr  /H«-^«  — 5«, 


en  faisant  varier^  entre  des  limites  fournies  par  le  maximum 
et  le  minimum  dc^  donnés  par 

où  z  sera  suppose  constant;  ce  maximum  et  ce  minimum  ont 
lieu  pour  a:  =  o,  et  Ton  a 

y  =  ±  v^R*  —  z*'. 


Posant  donc  y/Il^  —  z'^  =  a^  il  faudra  évaluer 


ce  qui  donne  r.a^  ou  7:(R-  —  ;;').  Cette  dernière  quanti^* 
devra  être  intégrée  entre  les  valeurs  qui  rendent  z^  tiré  de 

x'^  -\-  ^'*  -h  >3*  —  R«  —  o, 

maximum   ou    minimum;   ces  valeurs   sont  ^  =  dt  R   et 
volume  total  de  la  sphère  sera 

r^^^  R»  R' 

/        T.{y^^  —  z^)dz  =  27rR3  — 2r— -  =  4?:  -.-. 

Au  fond,  à  quoi  reviennent  ces  opérations?  Intégrer  ^ 
laissant  r  et  z  constants,  c'est  évaluer  le  volume  d'un  prisr^ 
mixliligne  de  section  droite  riydz^  et  de  hauteur 

X  =  9.  /R2— ^'2  —  ^2  ; 

ce   volume  évalué,   l'intégrer  en  laissant  z  constant,    c'e 
calculer  le  volume  d'une  tranche  sphérique  comprise  ent#^ 
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deux  plans  d'ordonnées  z  et  z  -i-  dz  parallèles  au  plan  des  xy; 
enfin  intégrer  par  rapport  à  Zj  c'est  faire  la  somme  de  toutes 
ces  tranches. 

n.  -  Da  changement  de  variable  dans  les  intégrales  multiples . 

Le  changement  de  variable  dans  une  intégrale  multiple  est 
Due  opération  délicate^  et  il  n'est  pas  rare  de  rencontrer  des 
personnes  qui  commettent  sur  ce  point  des  fautes  d'inatten- 
tion; il  est  inutile  de  citer  les  Mémoires  qui  contiennent  ces 
fautes,  qu'il  est  d'ailleurs  facile  d'éviter  une  fois  que  l'on  est 
prévenu. 

Si,  par  exemple,  dans  l'intégrale 

u=  j J  j  f{x,y,z)dxdydz, 

on  voulait  aux  variables  x,  y,  z  substituer  les  variables  $,7^,1^, 
liées  à  celles-ci  par  des  équations  de  la  forme 

il  faudrait  se  garder  d'écrire  la  formule  inexacte 

^=  fffA^.l.^Wx'^d^dr^dJ:, 
non  plus  que 

On  commettrait  ainsi  des  erreurs  graves  :  c'est  ce  qui  va  res- 
sortir de  la  théorie  que  nous  allons  développer.  Pour  obtenir  u, 
il  faut  d'abord  intégrer  par  rapport  à  x,  en  laissant  j^  et  z  con- 
stants. Laissons  donc  dans  les  formules  (i)^  et  z  constants, 

nous  aurons 

do     ^       do  do 

*»  =  I ''^ -^  ^ ''"' -^  I '''^• 


ixi  CMMwrtmm  rr. 

*T*yh  jums  tiraiis 

t>a  pt^orni  alt>r»  ^obsticner  à  li  variable  x  la  rariable  ; 
îalégrer  par  rapport  à  *.  aa  Lteu  (Tin terrer  par  rapport  i 
mais  7,  et  !^  derroat  éim  censés  exprînitfs  en_»%  z  et  i,  el 
deTTa  prendre  poar  limite  de  la  noa^elle  intégration  certa 
fonctions  de  r  et  j  qui  dépendront  de  la  manière  dont  \ai 
quand  x  ^arîe  entre  Ie>  limites  primitiTes. 

Aiant  d'aller  plu-^  loin,  inteniertissons  Tordre  des  int< 
lions  et  écrirons  u  comme  il  sait 


.  •  "tt     ■•  •  t 


.'• 


nous  n'altérons  pas  ainsi  la  valeur  de  rintégrale,  mais  i 
évident  que  les  limites  des  intégrations  ne  seront  pIu: 
mêmes  el  quelles  de>ront  être  choisies  de  telle  sorte 
l'intégrale  soit  toujours  composée  des  mêmes  éléments. 

Substituons  maintenant  7,  à  )*,  l'intégration  parrappor 
Hovra  être  eflectuée  en  laissant  ;  constant  el  z  constant 
?>era  donc  donné  par  les  formules 


«        or,  ^^'    '    o:  ^- 

d'où  Ton  lire 

On  a  donc 
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3  remplaçant  dz  par  sa  nouvelle  valeur  -^  rfîj,  prise  en  laissant 
et  7,  constants,  on  aura  enfin 


Ainsi,  pour  eflecluer  le  changement  de  variable,  il  suffira 
e  remplacer  x,  y^  z  par  leurs  valeurs  dans/,  et  dxclydz 

.ar^ll^^rfÇrfr.  dX,  ou,  si  l'on  veut,  ?^r'^^^^  dXdt^dX,. 

\  est  clair  que  la  démonstration  donnée  pour  le  cas  de  trois 
.ariables  s'étend  à  un  nombre  quelconque  de  variables. 

Ainsi, /?owr  changer  de  variable  dans  V intégrale  mul- 
tiple 

I  I  ...  f{xiy  Xi,  . . .,  x„)dxi  dxi  . . .  dxn 


et  substituer  aux  variables  jt,,  x^»  •  •  •  >  -^w  d^^  variables 
/«j>'2,  • . . ,  j'/i,  liées  à  celles-ci  par  n  équations^  il  faudra 
dans  f  remplacer  x^^  x.>,  - . . ,  x,,  par  leurs  valeurs  expri- 
mées en yi,y2i  •  •  •  ?  Yn  <^t  remplacer  ( ' )  ^/xi ,  dx2n  •  •  •  »  dXn, 

par 

f)(a"i,  x^,  . . .,  Xfi) 


^iyu yt,  "-. yn) 


dyi  (lyi  . . .  ilyn- 


Il  faudra  ensuite  déterminer  le  domaine  des  variables 
?'i?  ,^2,  .  .  .,  Vn-  Le  domaine  des  variables  X|,  .r^,  .  . .,  x,i 
5era  généralement  donné  |)ar  des  inégalités,  dans  lesquelles 
J  faudra  opérer  le  changement  de  variables;  elles  se  Irans- 
:)rmeront  alors  dans  de  nouvelles  inégalités  entre  les  va- 
abJes  ri,  y^^  . . . ,  yn  qui  serviront  à  déterminer  le  nou- 
;au  domaine. 


*  )  Celte  règle  résulte  aussi  d'un  llié<>rcme  de  Jacobi  dciiionlrc  tome  I, 


i56 
et  enfin 
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f"  n" 


•^1       /»V,       /,3| 


f-T^^'^'^y 


dt 


/••■i  f*j\  /•**• 

/        /        /     fdxdydz. 


Celle  formule,  dont  la  loi  est  évidente,  s'applique  à  an 
nombre  quelconque  de  variables.  Lorsque  les  limites  des 
inlt'grations  sont  indépendantes  de  a,  on  a  simplement 


•'o  J>t  -t 


Celle  dernière  formule,  que  Ton  aurait  pu  démontrer  direo- 
tcmenl,  est  la  plus  utile,  néanmoins  la  précédente  est  d'un 
usu^(!  continuel  dans  le  calcul  des  variations. 


IV.  —  Application  à  révaluation  des  volumes. 
Lor.scpic  l'on  donne  l'équation  d'une  surface  sous  la  forme 

il  est  facile  d'évaluer,  au  moyen  d'une  intégrale  double,  le 
volume  compris  entre  cette  surface,  le  plan  des  xy  et  quatre 
plans  dont  deux  sont  parallèles  au  plan  des  xz  et  deux  autres 
au  plan  diîsj*:;;  plus  généralement,  d'évaluer  le  volume  com- 
pris entre  cetle  surface,  le  plan  des  xy  et  une  surface  cjlin- 
dri([uea\ant  pour  base,  sur  le  plan  des  xyy  une  courbe  donnée 
ABCD  par  son  é(piation 

et  pour  génératrices  des  parallèles  à  Taxe  des  :;. 
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Supposons,  pour  fixer  les  idées,  les  coordonnées  reclangii- 
laîres  ;  le  volume  cherché  est  la  somme  de  volumes  partiels, 
tels  que  celui  qui  est  représenté  dans  la  /ig.  6;  ces  volumes  sont 


Fijr.  6. 


limités  à  leur  partie  inférieure  par  un  rectangle  PQRS  ayant 
ses  dimensions  parallèles  à  Oo;  et  O^  égales  à  rfx,  rf^^  respec- 
tivement, et  situé  dans  le  plan  des  xy.  Par  les  côtés  du  rec- 
tangle PQRS,  on  a  fait  passer  des  plans  perpendiculaires  au 
plan  des  xy  et  la  surface  prismatique  résultante  se  trouve 
limitée  par  la  surface  w  =  ç(^,  JK)  qui  termine  le  petit  volume 
en  question;  ce  petit  volume  a  pour  mesure 

J^  désignant  une  quantité  comprise  entre  la  plus  grande  et  la 
plus  petite  valeur  que  prend  z  ou  <f(x,  y)  quand  le  point 
;r.  V  se  meut  à  Tintérieur  du  rectangle  PQRS,  en  sorte  que 
le  volume  cherché,  en  appelante  et  0'  des  quantités  comprises 
entre  o  et  i  a  pour  expression 

\^(p(a7  -h  6  dxy  y  -f-  ^' dy)cLx dy 
ou,  par  définition,  l'intégrale  double 

f  I  o{Xjy)da;dy    ou      1  Jzdxdy. 
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Cette  intégrale  devra  être  prise,  par  exemple,  par  rapport  à/ 
entre  des  limites  Oo(^)  et  0|(jr),  en  appelant  ^o(^)  et  ^•(•^) 
les  valeurs  TD  et  TB  de  j'  obtenus  en  résolvant  Inéquation 

dont  nous  supposerons  les  racines  réelles  au  nombre  de  deux; 
puis,  l'intégration  étant  effectuée  par  rapport  à  y  y  on  Teffec- 
tuera  par  rapportât  depuis  la  plus  petite,  jusqu'à  la  plus  grande 
valeur  que  peut  prendre  celle  variable.  Ces  deux  limites  seront 
les  distances  des  tangentes  à  la  courbe  ^(^,  y)  =  o  parallèles 
à  Taxe  des^  à  cet  axe,  ces  tangentes  étant  supposées  au  nombre 
de  deux  seulement,  comme  dans  le  cas  de  la  figure. 

Dans  ce  qui  va  suivre,  nous  aurons  souvent  Toccasion  de 
répéter  des  raisonnements  analogues  à  celui  que  nous  venons 
de  faire  :  nous  les  présenterons  d'une  façon  abrégée.  Pour 
donner  un  exemple  de  la  manière  dont  nous  procéderons 
dorénavant,  nous  allons  reprendre  celui  que  nous  venons  de 
développer  et  nous  dirons  :  Le  volume  à  évaluer  est  la 
somme  de  volumes  tels  que  z  dxdy  et,  par  sufie^  le  volume 
total  est 

sans  faire  remarquer  que  ce  volume  est  en  réalité 

lira  ^^(^  -+-  0  dx,  y  -i-  ^' dy)dxdy. 

Nos  raisonnements  ne  seront  pas  ainsi  aussi  rigoureux  dans 
la  forme,  mais  ils  le  seront  dans  le  fond,  ce  qui  est  bien  suf- 
fisant. 

Voici  une  application  de  la  théorie  précédente,  qui  a  une 
grande  importance,  et  qui  permet  d'effectuer  simplement  le 
cubage  des  déblais  et  des  remblais  {^fig-  7). 

Nous  supposerons  la  surface  z=^^{x,  y)  engendrée  par 
une  droite  qui  reste  parallèle  au  plan  des  zy,  et  qui  s'appuie 
sur  deux  droites  BC  et  AD,  parallèles  au  plan  des  zx\  cette 
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>urface,  comme  Ton  voit,  sera  celle  d'un  paraboloïde  hyper- 
>olique. 

Soient  AB  et  CD  deux  des  génératrices  de  ce  paraboloïde; 

Fig.  7- 


proposons-nous  d'évaluer  le  volume  prismatique  ABCD aôcrf, 
a,   6,  c,  d  désignant  les  projections  de  A,  B,  C,  D. 
Soient 

A.  a  =  a,      B6=p,       Ce  =  7,      Drf=8,       bc=p^      ba=zq; 

cherchons  Téquation  de  la  surface,  et,  pour  plus  de  simplicité, 
Iransportons  l'origine  en  b. 

Les  équations  des  directrices  sont 


BC 


AD 


y  =  Oy 
\  J'  =  ^» 

x(i.  —  ù)-^pz  — p%  =  0. 


Coupons  la  figure  parle  plana:  =  A,  les  intersections  avec  BC 
et  AD  auront  pour  coordonnées 


S  — V 
A,  o,  p  —  h '    et    hj  Çj  % 


-h 


OL-l 


l6o  CHAPITRE    IV. 

les  équations  de  la  droite  géntTatrice  seront  donc 

X     =     h'y 

Télimination  de  h  donne  Téquation  de  la  surface 

-  =  f^.r  (>:  _u  3  _  a  -  Y  )  -h  '-  (  a  -  ?  )  -+-  -  (  Y  -  3  )  -h  3 . 

Intégrant  alors  en  laissant  j^  constant  de  o  à  /?,  on  a 
intégrant  ce  résultat  par  rapport  à  r  de  o  à  7,  on  trouve  ce 

c'est-à-dire,  réductions  faites, 

a  -h  3  -i-  7  -J-  0 
I 

pfj  est  Taire  de  la  hase  abcd;  donc  la  mesure  du  solide  c( 
sidéré  est  le  produit  de  sa  section  droite  par  la  moyenne 
ses  arêtes. 

y.  —  Volâmes  en  coordonnées  obliques. 

Dans  le  cas  où  les  axes  sont  obliques,  il  convient  do  me 
fier  un  peu  Texpression  de  la  mesure  des  volumes.  En  cf 
le  volume  él«''mcntaire  n'est  plus  z  dydx\  car,  si  Ton  décc 
pose  le  volume  à  évaluer  en  prismes  ayant  leurs  arêtes  pa 
lùles  aux  axes,  la  mesure  d'un  quelconque  de  ces  prisi 
sera  tzdxdy,  e  désignant  le  sinus  de  l'angle  trièdre  des  a 
ou,  si  Ton  veut, 

e'  =  I  —  cos*(^,  z) —  cos'(;:,  x) 

—  cos'(x,  x)-i-  a  cos(^,  jk)cos(j^,  5)cos(x,  y)\ 


r;:  I 


i^  r 3u.i^  »«.!>>   w  *  *  :•  I  •»*  »^ 


■  i« 


»*  '  'liuntf  11 


HlflT^ 


^     /      t  Z  à'    i^' 


t    -A 


£m~ 


/- 


\ 


i< 


i  — 


lal^rr-xns-  pjtr  r»jif»i>Tl  à  jt  «itrr  W  h»û<^ 


!•     rt     ¥»  1      j  —  : 


\ 


fi 


•me  (raocbe  panllèle  au  pUn  des  ^i  :  en  oh^erx  Aiil  «jiie  ^^p,  i  .\^> 


on  a 


«K 


f 


V 


•/%.  I-- 


/,« 


,1 


\  ' 


^2 


rt- 


]^  '''■ 


11  reste  à  intégrer  par  rapport  a  K<-iïlr<'  U's  limilfn  n  v\  A,  n» 
c|ui  revient  à  faire  la  somme  des  tranr.lirH  iiniilof;uf*<i  i\  vrWv 
que  nous  venons  d^évaliier  et  à  multiplier  le  rrHiilliif  pm*  ;  ; 
on  a  alors  la  huitième  partie  du  volume  de  rellipMoïd(« 


L.  —  Traité  (TAnaly te,  III. 


VKfihr 


1 1 


à 
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le  volume  total  est  donc 

-  -  s  abc. 

Le  produit  tabc  des  diamètres  conjugués  par  le  sinus  de 
leur  angle  Irièdre  est  donc  constant  ou,  si  Ton  veut,  le  paral- 
lélépipède construit  sur  ces  diamètres  est  constant  et  mesuré 
par  le  produit  des  axes. 

VI.  —  Emploi  des  coordonnées  polaires. 

Si,  dans  Tinlégrale  /  /  /  ^/^  dy  dz  qui  représente  le  volume 

d'un  corps,  on  veut  changer  de  variables,  prendre  des  coor- 
données polaires  et  poser 

x  =  rcososinO,         )- =  rsino  sinO,         -3  =  rcosO, 

on  aura  (p.  i5i  ) 

(Calculons  le  déterminant  qui  entre  dans  le  second  membre  ; 
nous  trouverons 


cospsinO       sinosinO       cosO 

M  2 


cosocosB       sinciCosO     — sinO   i--r*sinO 

»  •  I 

—  sinC'sinO     cosîssinO  o        1 

et,  par  suite, 

f  C  Cdxciydz-^    f  r  CrUirsiTi^dfido. 

Nouslaissonsaulecteurle  soin  de  prouverquer^rfrsin  0û?8  r/c 
estrélément  de  volume  compris  :  i"  entre  deux  sphères  dé- 
crites de  l'origine  comme  centre  avec  des  rayons  r  ci  r  -\-  dr  ; 
2°  entre  deux  plans  passant  par  Taxe  des  z  et  faisant  entre 
eux  Tangle  df;  3"  enfin  entre  deux  surfaces  coniques  ayant 
leur  sommet  à  l'origine  et  dont  les  génératrices  font  avec 
Taxe  des  z  les  angles  0  et  6  +  c/0.  Les  arêtes  du  solide  élé- 
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nentaire  ainsi  formé,  qui  peut  être  assimilé  à  un  parallélé- 
pipède rectangle,  sont  rfr,  rrf9,  rsinOrfcp. 

La  recherche  des  volumes  par  les  coordonnées  polaires  ne 
tonduit  guère  qu^à  des  résultats  connus  ou  plus  faciles  à 
roaver  par  d'autres  méthodes;  mais  l'élément  du  volume 
^^dr  sinÔ  d^  rfcp  joue  un  rôle  important  dans  un  grand  nombre 
le  questions  de  Mécanique,  et  il  était  important  d'en  donner 
Texpression. 

VIL  —  Volâmes  trouvés  par  des  méthodes  diverses. 

Volume  du  coke.  —  En  décomposant  la  base  du  cône  en 
une  série  d'éléments  rectangulaires  et  en  prenant  ces  éléments 
pour  base  des  pyramides  ayant  pour  sommet  le  sommet  du 
cône,  on  décomposera  celui-ci  en  une  somme  de  pyramides 
ayant  pour  mesure  dxdy^  A,  h  désignant  la  hauteur  du 
cône;  alors 

\hjjdxdy 

sera  le  volume  cherché.  Or  /  1  dxdy  est  la  base  du  cône, 

donc  le  volume  du  cône  a  pour  mesure  le  produit  de  sa  base 
par  le  tiers  de  la  hauteur. 

Volume  du  cojîoide.  —  Considérons  un  conoïde  engendré 

Fig.  8. 


par  une  droite  normale  à  zz'  {fig*  8)  qui  s'appuie  sur  une 
courbe  plane  dont  le  plan  est  parallèle  à  z' z\  essayons  d'éva- 
luer le  volume  compris  entre  zz'  et  la  courbe  donnée. 
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A  cet  effet,  détachons  du  volume  une  tranche  ABC,  à 
faide  de  deux  plans  normaux  à  zz'  et  infiniment  voisins,  le 
volume  de  cette  tranche  est  ABC  dz^  où  dz  désigne  sa  hau- 
teur. Le  volume  total  cherché  sera  donc 


/ 


ABC  dz 

ou,  appelant  h  la  distance  du  plan  de  la  courbe  à  Taxe  zz\ 

f^/ihCdz=  ^^  h  CbC dz. 

Supposons,  par  exemple,  que  la  courbe  soit  une  ellipse: 
on  pourra  écrire,  en  désignant  BC  par  2X, 

ou 

.r  —  -  /c*  —  z^  ; 

Ce 

le  volume  cherché  sera  alors 


ah    r        r. :  »         racA 

--    I        \Jc^—z^az~ 

c      f  1 


i^'inlégralc  /  BC^/3  est  d'ailleurs  Taire  de  la  directricr;  on 

peut  donc  dire  que  le  volume  cherché  est  égal  au  produit  de 
la  surface  directrice  ])ar  la  moitié  de  sa  distance  à  Taxe. 

CuBATUUE   I)'c«    VOLUME   DE    RÉVOLUTION.     —    DécOmpOSODS 

ce  volume  en  tranches  infiniment  minces  par  des  plans  per- 
pendiculaires à  Taxe  de  hauteur  dz'^  soit,  en  générai,  x  le 
rayon  du  parallèle  suivant  lequel  un  plan  sécant  coupe  la  sur- 
face. L'aire  de  ce  parallèle  sera  t.x^,  et  le  volume  de  la  tranche 
qui  lui  sert  de  base  sera  celui  d'un  cylindre  de  base  tzx^  et  de 
hauteur  dz^  c'est-à-dire  tz x^dz;  telle  est  la  différentielle  du 
volume  cherché;  le  volume  lui-même  sera  donc 


m,' 


^i/z. 
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La  relation  qui  lie  a:  à  z  est  Téquatioa  eo  x  et  ^  du  méri- 
dien. 

Si,  par  exemple,  le  méridien  est  la  parabole 

le  volume  d^un  segment  parabolique  de  hauteur  h  sera 

'kT.p  1    zdz  —  pTzh^ 

ou,  en  observant  que  A  ==  —  ,  x  désignant  le  rayon  de  la  base 
du  segment, 

T.h  —  ; 

c'est  la  moitié  du  cvlindre  de  même  base  et  de  même  hau- 
leur. 

Nous  ferons  encore  connaître  Texpression  du  volume  d^un 
segment  d^ellipsoïde  de  révolution,  parce  que  le  volume  d'un 
tonneau  peut  lui  être  assimilé,  et  Ton  obtient  ainsi  une  for- 
mule très  simple  pour  le  cubage  des  tonneaux.  Supposons  que 
le  méridien  de  Fellipsoïde  ait  pour  équation 

ô*  "^  c^  "  ' 
rintégrale  à  évaluer  est 

ou  bien 

T.    \       -—iC^—Z-  )dz. 


«-  V 


si  Ton  veut  le  segment  compris  entre  le  plus  grand  parallèle 
et  le  parallèle  à  la  distance  h  de  celui-ci. 
Cette  intégrale  a  pour  valeur 


/  ,1.       «'^'\ 
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en  doublant,  on  aura  le  volume  d^un  tonneau  de  hau 


a  savoir 


= ("•*  -  -^- ) 


On  donne  ordinairement  les  rayons  de  base,  et  ne 
appelant  R  le  rayon  de  base,  on  a 

R«       /|5  ,.  ,  ,         a*  A» 

et,  par  suite,  le  volume  du  tonneau  devient 

ou,  appelant  H  la  hauteur  totale, 

-—  (aa*—  R«). 

Considérons  enfin  le  volume  engendré  par  la  cych 
JT  —  a{u    -  s'inu),         y  .— a{i  —  cosu), 

tournant  autour  de  sa  base.  Nous  supposerons  la  cyc 
mitée  à  deux  rcbroussements  consécutifs,  f^e  volume  i 
expression 


•'  0 


T.a^  j       (i       3  cosw -- 3  cos*//  —  cob^i 

•    0 

T.a^  I      (1-3  co>- u)du 


«-  0 


y III.  —  Sur  la  mesure  des  surfaces  courbes. 

On  appelle  aire  d'une  porlioii  de  surface  limilé< 
contour,  ou  d'une  surface  fermée,  la  limite  vers  laqu 
verge  la  surface  d'un  polyèdre  inscrit,  à  faces  infini? 


SDR    LES    I!fTÉGRALES    MULTIPLES.  167 

lites,  lorsque  le  nombre  de  ces  faces  croît  îndéfîniment.  Il 
faut  démontrer  que  cette  limite  existe  et  qu'elle  a  une  valeur 
unique  et  bien  déterminée,  quelque  soit  le  mode  d'inscription 
du  polyèdre  dont  nous  venons  dé  parler. 

Soient  a  Taire  d^une  facette  du  polyèdre,  a,  ^,  vies  angles 
qu'elle  fait  avec  les  plans  de  coordonnées,  w'  sa  projection 
sur  le  plan  des  xy;  on  aura 


w' 


co  =  w  cosy         <)u         co  =        — 
*  cos-jf 


En  appelant  x,  j',  z  les  coordonnées  d'un  point  de  la  sur- 
face par  lequel  passe  la  facette  et  />,  y  les  dérivées  3-  '  y  » 
^"  appelant  t  un  infîniment  petir. 


^^)  COSY  = 


y/i—p^-^q^ 


en  efl'et,  le  plan  de  la  facette  fait  un  angle  infiniment  petit  avec 
le  plan  tangent,  puisqu'elle  contient  au  moins  deux  droites 
(deux  de  ses  côtés)  qui  rencontrent  la  surface  en  deux  points 
infiniment  voisins,  c'est-à-dire  qui  sont  tangentes  à  la  sur- 
face. Quand  on  passe  aux  limites,  on  peut  donc  remplacer  y 
pai*  J 'angle  que  fait  le  plan  tangent  avec  le  plan  des  xy,  ce 
l^i  donne  la  formule  (2),  et  par  suite  (i)  devient,  en  appe- 
lant s' un  nombre  infiniment  petit, 

co  =  oj  V  I  — p'  —  7*  -^  t'tt}'; 
pnfîn  l'expression  de  l'aire  cherchée  s'écrit  alors 


v>.esL  le  volume  d'un  solide  prismatique  compris  entre  un 
cylindre  dont  la  base  serait  la  projection  de  l'aire  courbe 
coQsidérée  sur  le  plan  des  xy,  le  plan  des  xy  et  la  surface 

ayant  pour  cote  le  radical  y  i  -r- P'  --r  q^  augmenté  d'un  vo- 
lume It'io'  qui  a  évidemment  pour  limite  o.  Le  premier  de 


i 
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ces  volumes  est  bien  déterminé;  il  a  pour  expression  Tinté- 
grale  double 

/  /  dxdy  /i  -^ />»-+-  9«  ; 


clxdy\l \  -}-/y^-\-  q^  est  donc  ce  que  Ton  peut  appeler  Vêle- 
ment de  surface  :  c'est  la  portion  de  surface  qui  se  projette 
suivant  le  rectangle  dxdy^  aux  InGniment  petits  près  du  troi- 
sième ordre. 

IX.  —  Aires  des  surfaces  en  coordonnées  polaires. 

Pour  obtenir  l'expression  de  l'aire  d'une  surface  en  coor- 
données polaires,  on  part  de  l'expression 

(i)  St=  y  y  /i h-/>*^^* dxdy, 

qui  fournit  Taire  en  coordonnées  rectilignes,  et  l'on  effectue 
le  changement  de  variables 

X  —  rsinô  cos^}/, 
y  —  rsin6  sin^}/, 

z  ---  r  cosO, 

r  désignant  le  rayon  vecteur  du  point  (x,  v,^)»  '}  sa  longi- 
tude et  6  sa  colatitude;  on  trouve 


La  formule  (i)  devient  alors,  en  vertu  de  la  règle  donnée 
(p.  1 5 1  )  pour  le  changement  de  variable, 

Si  l'on  suppose  /•  =  const.,  on  trouve  l'expression  de  Taire 
d'une  portion  de  sphère  de  rayon  r 

S=   rfr^s'in^d^d^, 
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ce  que  Ton  peut  vérifier  en  considérant  deux  méridiens  ZC 
et  ZD  infiniment  voisins  faisant  entre  eux  Tangle  M^  et  deux 
parallèles  infiniment  voisins  ABetCD.  Nous  prendrons  pour 


\ 


r-- r> 


>  \ 


O^ 


élément  d'aire  le  quadrilatère  ABCD;  il  peut  être  considéré 
comme  un  rectangle  de  côtés  AB  et  AC.  Or,  r  étant  le  rayon 
de  la  sphère,  'i  et  6  la  longitude  et  la  colatitude  du  point  A, 

on  a 

AG  =  r^/e,         AB  r=  rsinOrft};; 

Télément  de  surface  ABCD  est  donc  r^sinôrfÔrf'};  par  suite, 
Taire  d'une  portion  de  sphère  finie  sera 

ainsi  qu'on  Ta  trouvé  tout  à  Theure. 

Dans  le  cas  qui  nous  occupe,  une  des  intégrations  peut 
itiujours  être  eiïectuée,  et  Faire  d'une  portion  de  sphère  peut 
se  présenter  sous  la  forme  d'une  intégrale  simple. 

Lorsque  la  surface  à  évaluer  est  de  révolution  autour  de 
Taxe  des  z,  r  n'est  pas  fonction  de  ^  et  l'expression  de  S  se 
simplifie;  on  a  alors 

et  si  Ton  a  à  évaluer  la  surface  d'une  zone  comprise  entre 
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deux  plans  parallèles,  Tintégralion  par  rapport  à  ^  s^eflfectue 
immédialement  entre  les  limites  o  et  21:,  et  l'on  a 

S  =  27r  /  4//^y-Hrïrsin6rfe. 

Pour  obtenir  Taire  en  coordonnées  semi-polaires ,  il  faudra 

poser 

a:  — rcos6,        j^  — rsinO, 

et  Ton  trouvera 

rt,  en  effectuant  les  calculs, 

Dans  une  surface  de  révolution  ;;  ne  dépend  que  de  r,  et 
Ton  a 


'=//v/'(ë)'- •'•'"•'«'• 


# 

La  surface  d'une  zone  comprise  entre  deux  pians  parallèles 
est  alors  donnée  par  la  formule 


S=2^j^,  +  (g)V./r. 


X.  —  Quadrature  de  quelques  surfaces. 

Problème  de  Viviani.  —  Etant  donné  un  hémisphère  de 
rayon  un,  on  décrit  sur  le  rayon  du  grand  cercle  de  base 
{pris  pour  plan  des  jry)  un  cercle 

( I )  X'   -  X  -i-  y^  —  o; 

on  prend  ce  cercle  pour  base  dUin  cylindre  droit  qui  dé- 
tache une  sorte  de  calotte  sur  la  sphère  :  on  demande  la 
surface  de  cette  calotte. 
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/ 


La  réponse  à  la  question  est 

Intégrons  par  rapport  à  0,  nous  aurons 

/  (cosOo — cos6|)</rj^; 

^o  et  ft|  sont  à  déduire  de  Téquation  (i)  après  l'avoir  trans- 
formée en  coordonnées  sphériques,  ce  qui  donne 

sin'6  cos*iV  —  sinO  cos*}/  -r-  sin'ô  sin*i{;  =  o 

ou  9  plus  simplement, 

0=0,        sinO  =  cos^,        cosO  =  lii  sÎQi}/; 

Fintégrale  cherchée  est  donc,  pour  la  moitié  de  la  surface, 


TZ 


I     (i  —  sin^)rfi}/ 

ou  -  —  I  ;  Taire  totale  est  donc  iz  —  2. 

Le  volume  cylindrique  peut  aussi  se  calculer  facilement  : 
on  prend  pour  cela  des  coordonnées  polaires  dans  le  plan 
des  xy  et  Téquation  (1)  devient 

r2  =  rcos'^         ou         r— cos<}/; 
le  volume  est 


Ç  f  frdrd^dz. 


Intégrant  par  rapport  à  :;  de  o  à  y^i  —  x^  — y-  ou  ^i  —  /"',  il 
vient 

r  Cr  dr  v/r=7^c^4;  -  -J^  [(I  -  r2  fX'    d^\ 

TZ 
/*  5   I  .1,1  "^  ^ 

=         /      V,  (i  —  Sin3d;)a4;  = > 

./,  3'  Y/  T  2  y 

et,  en  doublant,  on  trouve  le  volume  total  tï —  -• 
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SuRKACE    DU    TRIAKGLE    SPHÉRIQUE.    —    NoUS    clloisirODS    l« 

iriangle  rectangle  d'abord  ;  l'un  de  ses  côtés  AC  sera  un  nu  r 

Fig.   10. 


c  . 
y 


(lien,  Tau  Ire  sera  la  trace  de  la  sphère  sur  le  plan  des  xr  < 
le  troisième  BC  aura  pour  équation 

z  —  ^' langB 
ou 

(I)  cosO  —  sinO  sini}/ lang  H. 

Il  s'agit  d'évaluer 

Intégrons  de  0  à     >  nous  aurons 

(3)  fcosiid^. 

11  faut,  dans  cette  inlégrale,  remplacer  0  par  sa  valeur  lire 
de  (i);  or  celte  équation  donne 

tangO  —  -.— 


cosO  : 


sin'I;  lanp:  B 


\/i  -r-  sin*tj/  lang'B 

sin^{/tanj;B  sin'j/sinB 

v/i  ■+■  tang*B  —  cos^i}'  lang^B        v^i  —  cos*i}^  sin*B 
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L'irm  t.égrale  (3)  prise  alors  entre  les  limites  o  et  c  donnern 


if 


1     —         _.i^  =  —  [arc  siii(cosy  sinB^Jj), 

.'o     yi  —  cos*<}'Sin*B 

c  esl-ik— dire  — arc  sin(sinBcosc)-i- B;  maison  sait  que 

sinB  cosc  —  cosC  : 

l'aire    oherchée  est  donc 

—  arc  siQ(cosG)-^  B  ~  —  arc  sin    sin  (  -  —  C  )     -f  B 

^  _  "  _^C-    B. 
•>. 

raur  avoir  l'aire  d'un  triangle  quelconque  ubc^  on  le  dé- 


Fig.   II. 


1  •>. 


composera  en  deux  autres  rectangles,  par  la  hauteur  /vc/,  cl 
l'on  a^ira 

fihd  —  a     -  hi  —  -  T 

h  de  —  c     -  b.    -    -  : 

'}. 

donc 

abc  ~.  a  -  -  h       r  —  -. 

^'^' »JF\CE   n'UiV    CYLIKDKE   TROKQUK.  AppcioUS  ds    UU    ('lô- 

meni   jç  y^^^  j^  l^asc  (de  section  droite),  /  la  longueur  de 
arête  correspondant  à  Tare  s,  Ids  sera  réicment  de  suri'ace 

'     *^udra  calculer    /  Ids,  Supposons  qu'il  s'agissô  d'une 

Circulaire  de  rayon  R;  soit  i  l'inclinaison  du  plan  de 
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troncature;  comptons  Tare  à  partir  du  moment  où  /  est  mini- 
mum, on  aura 

/  =  /q  -r-  R  (  I  —  cos  ^  J  tang  i, 


g 
l  =  /o-f-  aK  sin*— ^  tangr, 

2  K 

la  surface  est  donc  donnée  par  la  formule 

'jL  I       lods  -^  ^Riansi  1       sin*—     ds. 

c'est-à-dire 

2/o^R-- 2-R'tangt. 

Surfaces  de  RÉvoLUTioji.  —  Les  surfaces  de  révolution 
peuvent  s'obtenir  par  une  seule  intégration;  en  effet,  en  les 
décomposant  en  zones  par  des  parallèles  infiniment  voisins, 
la  surface  d'une  zone  peut  être  représentée  par  iT.xds^  x  dé- 
signant le  rayon  du  parallèle  moyen  et  ds  l'élément  d'arc  de 
méridien;  sa  surface  totale  sera  donc 


t:  j  x  ds. 


Supposons  qu'il  s'agisse  d'un  ellipsoïde.  Soit 


x^       z^  _ 


l'équation  du  méridien;  on  a 


(^     . -    -  ex 

z  —  iL:-  /«- —  x^,         <lz  —       ——^ -  dx, 

a  a  ^_j.t 

dx^'  -i-  dz^  ^  da^-  ^ ,  -- —  dx^ 

OU,  faisant  a^  —  C'=  b'^  et  a- -h  b^  =  K2, 


ds  =  \/^. r^  dx, 
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Cl,  quoique  ds  ne  puisse  pas  être  inlégi'é,  on  trouve 


t:  I  xds  =  ^t:  I     i/— : ^—ixdx 


0 


—  o<r   /  ,  du, 

Jo      A*  —  K«  a*  a  -f-  a»  b^  u^ 

expression  dont  la  valeur  s'obtient  sous  forme  finie. 


XI.  —  Théorèmes  de  Gauss. 


Soil  o  l'angle  que  la  normale  extérieure  à  une  surface 
fermée  fait  avec  un  axe  fixe,  l'axe  des  x  par  exemple; 
soit  d's  Vêlement  de  surface  :  V intégrale 


I  j  cos  o  dd, 


étendue  à  toute  la  surface  fermée  considérée,  est  nulle. 
En  effet,  l'élément  de  surface  rfo-  est  éeal  à  ±  — — -^  donc 

^  COSCp 

Fintégrale  considérée  revient  à    j  j  ±dxdy\\e  signe  -\- 

convient  au  cas  où  la  normale  extérieure  fait  un  angle  aigu 
avec  Taxe  des  x  et  le  signe  —  au  cas  contraire.  Or  à  un  élé- 
ment dxdy  pour  lequel  cos  y  est  positif  correspond  un 
autre  pour  lequel  il  est  négatif,  ce  dont  on  s'assure  en 
considérant  le  parallélépipède  qui  a  dydz  pour  base  et  qui 
doit  nécessairement  couper  la  surface  un  nombre  pair  de  fois 
et  alternativement  en  des  points  où  coscp  est  positif  et  négatif. 

Le  volume  du  corps  compris  à  V intérieur  de  la  surface 
fermée  est,  en  conservant  les  notations  précédentes, 


I  j  ^  cos  odi  =  I  I  xdy  dz. 
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Soient  r  le  rayon  vecteur  issu  de  l'oriffine,  {x  l'angle 
que  fait  la  normale  extérieure  avec  ce  rayon;  le  volume 
est  aussi  exprimé  par 

^  I  j  rdj  cos  |x; 

car  dycos^k  est  la  section  droite  d^un  cône  ayant  son  centre 
à  Tongine  et  découpant  Télëment  de  surface  dv. 


L'intégrale 


ri-r 


dv  cos  fjL 

i 


rst  nulle  ou  égale  à  4^,  suivant  que  l'origine  est  à  l'exté- 
rieur ou  à  l'intérieur  de  la  sur/ace. 

En  eflel,  décrivons  de  Torigine  comme  centre  une  sphère 
avec  un  rayon  égal  à  un.  Soit  co  Taire  découpée  dans  celte 
sphère  par  le  cône  iniinitésimal  ayant  son  centre  à  l'origine 
t't  pour  hase  c/t;  on  a  évidemment 

fh  cos  'A  , 

or   /  /  dto  r(;|>résenle,  si  Torigine  est  intérieure  à  la  surface 

♦    •/ 

donnée,  toute  la  surfa(?c  {i:  do  la  sphère;  elle  est  nulle  dans 
le  cas  conlraire. 


XII.  --  Sur  la  différence  des  valeurs  que  peut  prendre 
une  intégrale  multiple  en  intervertissant  l'ordre  des  intégrations. 

Pour  que  Ton  j)uissc  intervertir  Tordre  des  intégrations 
dans  une  intégrale  nnilliplc,  il  faut  que  la  quantité  placée 
sous  les  signes  d'intégration  ne  devienne  pas  infinie,  ainsi 
(pTon  Ta  supposé  dans  la  démonstration  de  ce  théorème. 

Supposons  que  Ton  ait 

/(.r,  y)  -^  -±-^     '—■-  ^     -^\-.l/  \ 
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/  / 


OQ  aura 


eu  en  général,  en  posant 


on  trouvera 


A  =0. 


Cependant,  si,  pour x  ^=i  a^  y  =^  b,  les  l'onctions  cp  et  d»  étaient 
infinies,  on  pourrait  ne  plus  avoir  A  =  o;  on  peut  d'ailleurs 
calculer  A.  En  effet,  pour  s  et  e'  infiniment  petits, 

'\^{x,\)  —  ^{x,y^)\dx 


/. 


«-  «■♦-. 


lim    /      f5>(X,7)  — ç(xo,7)-4-<p(a  -£,J')—  ^(a -^  t\j-)\cfj'; 

on  conclut  de  la,  avec  Cauch>, 

A  =  lira   /  ,  [©(a— £,  j',)-o(rt  4-£',7)Kr. 

Ganss  a  déduit  des  remarques  précédentes  une  démonstra- 
tion curieuse  de  ce  théorème  : 

Tout  polynôme  entier  enzà  coefficients  réels  du  degré  n 
est  décomposable  enfcLCteurs  réels  du  premier  et  du  second 
degré. 


L.  —  TraUé  d'Analyte,  II f. 


\i 
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F(5^  =  Ao~  A|5  -t-. . .  An^" 


un  polynôme  entier  de  degré  n.  Sî  nous  posons 

z    --  r{  cosO  -*-  v/ —  I  sinO), 


nous  aurons 


imc)--p--qv/— r, 


I*  —  A„- -  AiTCOsÔ  -^ 
Q    -  Ai/'sinO  -+- 


.-     A,r"»  ros/i6, 
.-  -  AnT"  sinnO, 


et  il  suflit  (le  prouver  que  P^  -f-  Q^,  module  de  F(5),  passe 
par  zéro.  C'est  co  que  nous  allons  faire  d'après  Gauss.  (Je 
dois  dire  que  Gauss  évite  de  parler  d'imaginaires,  mais  c'est 
là  un  tour  de  force  que  nous  ne  reproduirons  pas,  et  pour 
Tétude  duquel  nous  renverrons  à  sa  thèse.) 
Posons 

>  =  arclang—  . 

Cl  intec-rons  — -^  entre  les  limites  o  et  27:  pour  »i,  o  et  x 

pour  II. 

L'intéf^ration  eflTtxtuée  d'abord  par  rapport  à  R  donne 

riulégration  ellcctuée  d'abord  par  rapport  à  0  donne 


«t 


L'intégrale  B  est  nulle  ;  car,  pour  0  =  o  et  0  =  2  7r,  la  quantité 
entre  crochets  prend   dos  valeurs  é«;ales.   Pour  calculer  A, 

nous  observons  que,  pour  r  =  o,  -  — ^ >  est  nul;  si,  pour 

calculer  la   valeur  de  cette  expression  pour  r  =  X)  ,  on  ne 
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«conserve  au  numérateur  et  au  dénominateur  que  les  termes 
du  degré  le  plus  élevé  en  r,  on  trouve 


— : — : ~  f^' 

ri«  A  -  -r- 


f      nrfO  ou  2/Î7:.  De  ce  que  Ton  trouve  pour 

0 

A     et    B  des  valeurs  différentes,  il  faut  en  conclure  que  les 

quantités   placées  sous  le  signe  /dans  A  et  B  passent  par 

l'infini,  ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  que  si  P^-^-  Q2  s'annule. 

Il   ne   serait  pas  plus  difficile  de  prouver  par  un  procédé 
analog'ue  que  toute  équation  algébrique  à  coefficients  réels  ou 

imaginaires  de  la  forme  a  -\-  b\/ —  i  admet  toujours  une  racine 
réelle  ou  imaginaire  de  la  même  forme. 


XHI'  —  Remarques  an  sujet  des  intégrales  multiples  prises 

entre  des  limites  infinies. 

Une  intégrale  multiple  prise  entre  des  limites  infinies  peut 
avoir  plusieurs  valeurs  distinctes,  suivant  la  manière  dont 
on  fait  croître  les  variables  d'intégration  ou,  si  Ton  veut 
faire  usage  d*un  langage  géométrique,  suivant  la  forme  du 
contour  infini  à  Tintérieur  duquel  on  fait  croître  les  va- 
riables   d'intégration. 

Considérons  avec  M.  Caylev  Tintégrale 

/  j  siïïix^-^  y^)dx  dy  : 
si  I*on  intègre  à  Tinlérieur  d'un  rectangle,  on  a 

/  siiïix'^-*- y^)dxdy  —    I  j         'iinx^co^y^dxdy 

-  •.      -  -    je  _-  '     - 

-T-   /  I         c.o%x^s\ny'^dxdy 
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OU ,  d'après  la  valeur  connue  des  intégrales  de  Fresnel  (p.  i3;), 

/  /         sin {x^ -^ y^) dx dy  =- -^ -=  Tz. 

Au  contraire,  si  Ton  prend  pour  limites  dUntégration  un  cercle, 
il  faudra  poser  j:^  4- v^  = /'^  et  prendre  pour  élément  rrfftrfr; 
rintégrale  cherchée  devient  alors 

/       rsïnr^dbdr 
ou 

2  7U   /      r  sln r*dr, 

résultat  indéterminé.  Ce  fait  a  une  grande  importance  cl  doit 
mettre  en  garde  contre  des  fautes  que  Ton  pourrait  être  tenlé 
de  commettre. 

Proposons-nous  d'évaluer  l'intégrale  /     e~^*dx;  à  celelTel 

posons  avec  Poisson 

X  =   r    e-^'dx, 


—  a» 


X..   /'    e  y'dv: 
multipliant  ces  formules  membre  à  membre,  on  a 

et  rintégrale  double,  qui  se  réduit  au  produit  de  deux  inlé- 
*;rales  simples,  doit  être  prise  à  l'intérieur  d'un  rectangle. 
Poisson  se  croit  autorisé  à  prendre  pour  limites  du  contour 
d'intégration  un  cercle  ;  à  cet  effet,  considérant  e"^^*"**-^*'  comme 
l'ordonnée  d'une  surface  et  l'intégrale  X^  comme  son  volume, 
il  prend  des  coordonnées  polaires  dans  le  plan' des  xy^  le 
volume  cherché  s'écrit  alors  sous  la  forme 

X2=    /  /       e-'*rd^dr, 
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l  OU 

X2=  Ç    iT.re-"dr\ 


e'o 


intégrale  de  e~'*2r  élanl  —  e~'*,  on  a 

X*  =  î:,         X  =  v^. 

Le  résultat  est  exact,  mais  le  raisonnement  qui  conduit  à  ce 
ésullat  est  incomplet,  et  rien  ne  prouve  que  l'intégrale  éva- 
uée  comme  nous  l'avons  fait  soit  égale  à  l'intégrale  prise  à 
'intérieur  d'un  rectangle. 

Mais  il  est  facile  de  corriger  notre  raisonnement,  en  mou- 
rant que  la  différence  entre  l'intégrale  prise  à  l'intérieur  du 
eclangle  et  à  l'intérieur  du  cercle  est  nulle.  En  effet,  soient 
i/et  2/'  les  longueurs  des  côtés  du  rectangle  :  prenons  pour 

ercles  d'intégration  deux  cercles  de  rayons  y  i'^  -r- 1''^  et 
'<  /;  les  intégrales  prises  à  l'intérieur  de  ces  deux  cercles 

nt  même  limite  yfk.  L'intégrale  prise  à  l'intérieur  du  rec- 
angle  est  évidemment  comprise  entre  les  deux  précédentes  : 

onc  sa  limite  est  la  même  ^'7:.  Mais  ce  raisonnement  ne 
applique  plus  à  l'intégrale 


ff 


si  n  (  J7*  —  y-  )  dr  dy. 


XIV.  —  Théorème  général  sur  les  séries  doubles. 

J^e  théorème  de  Cauchy(p.  io5)  peut  être  généralisé. 

Théorème.  —  Si  ^{x.y)  est  une /onction  de  x  et  y  posi- 
e  pour  toutes  les  valeurs  positii'es  de  x  et  y,  et  décrois- 

^te  quand  x  ou  y  croit,  la  série  double  ^  X?('^^  ^) 

0     0 
a   convergente  ou  divergente  suivant  que  Vintégrale 

ihle  f       f    ^(x,  y)  dx  dy  sera  finie  ou  infinie. 
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Eii  ellfl,  la  fonction  '^  poul  être  considérée  comme  le 
\inc  surface;  Tinléj^^rale  de  o{Xy  y)dxdy  prise  à  l'intériev] 
'un  contour  (|uclconque  {)ourra  être  regardée  comme  k| 
olumc  c}'lindri(|uc  avant  pour  base  le  contour  en  question! 
I  pour  hauteur  en  cliac|UO  point  x,  r  la  quantité  z  =  ^(j?jy)- 
.a  soiuuie  des  UM*uies  do  la  série  contenus  dans  ce  contoar' 
cra  la  sonimo  d*une  série  de  prismes  de  base  un  et  dont  la 
auteur  variable  sera  un  terme  de  la  série.  Nous  supposons 
Dut  contour  liniilc  à  Taxe  des  j:  et  à  Taxe  des  j*.  Ceci  posé, 
n  a,  pour  un  contour  quelconque, 


V  V 


{  m  -  -  ] ,  N    - 1  ) 


n  ) 


'-  I  I  ^{Jr,y)dx(fy, 


1  donc  la  .^érii^  a  une  limite,  Tinlégrale  en  a  une  aussi;  si 
intéf^rale  a  une  limite,  la  série  en  a  une  aussi. 

Curol luire.  —  La  série  dont  le  ternie  général  est  -  a —  est 
jonvergcnte  si  a  et  jï  sont  plus  grands  que  un,  parce  que 


L'st  une  quanlité  iinie. 

Il  esl  clair  (juc  le  théorème  de  Gauchj  peut  être  encore 
«;énéralisé  el  appliqué  à  ce  que  nous  pourrions  appeler  des 
séries  triples,  quadruples,  etc.  Ces  généralisations  seront 
facilement  elTecluées  par  le  lecteur,  quand  nous  aurons 
exposé  la  ihéoric  de  l'espace  à  n  dimensions,  ce  qui  va  être 
fail  dans  les  paragraphes  suivants. 


«    ^ 


XV.  —  De  rhyperespace. 

On  a  déjà  eu  l'occasion  de  voir  combien  la  Géométrie 
el  surtout  le  langage  géométrique  facilitent  l'exposition  de 
certaines  théories  au   fond  purement  algébriques.   Malheu- 
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reusement  les  considérations  géométriques  ne  peuvent  guère 
s^étendre  aux  questions  dans  lesquelles  interviennent  plus 
de  trois  variables  indépendantes.  On  a  cherché  à  remédier  à 
cet  inconvénient  en  créant  une  sorte  de  géométrie  fictive 
que  Ton  a  appelée  la  théorie  de  Vhyperespace  ou  géométrie 
à  n  dimensions  :  nous  allons  en  exposer  les  principes. 

Un  ensemble  de  n  variables  x^,  x^,  . .  .,  ^,1  constitue  un 
poini,  dans  la  géométrie  à  n  dimensions.  Une  équation 
représente  une  sur/ace,  ou  une  variété  à  n  —  1  dimensions; 
une  équation  du  premier  degré  représente  un  plan;  l'équa. 
lion 

représente  une  hypersphère,  le  point  Gi,  «2?*  •  ••  ^n  en  est 
le  centre^  R  le  rayon 

Deux  équations  entre  x^^  ^2?  ••-?  ^/i  représentent  une 
variété  à  n  — 2  dimensions;  trois  équations,  une  variété  à 
n  —  3  dimensions,  etc. 

n  équations  représentent  des  points  dont  les  coordonnées 
sont  les  valeurs  de  x^^  x^,  .  .  .  satisfaisant  à  ces  équations. 
Les  points  sont  de  dimension  zéro. 

Un  point  et  un  plan  passant  par  ce  point  (c'est-à-dire  dont 
Téquation  est  satisfaite  par  les  coordonnées  du  point)  con- 
stituent un  élément  de  Thypcrespace. 

La  distcince  0  de  deux  points  est  l'expression 

0  —  v/(  jrj  -  x\  Y  —  (3:2  —  x\Y-  .  .  . , 

dans  laquelle  X|,  ^2,  ...  et  x'^,  j:.,,  ...  sont  respectivement 
le>  coordonnées  de  ces  points. 

La   droite  i\\x\  joint  ces  deux  points  est  la  variété  à   une 
dimension  représentée  par  les  équations 


X, 

-  Xx        Xj  —  x^                  W 

,  •  —               ,        .  •  •           > 

Xl- 

-;r,         J7j — x^                    r 

R  désignant  la  distance  des  points  X|,  Xo,  ...  cl  Xi,  x^,  ..., 


cl  /'  la  distance  des  points  x, ,  x,, 
lions  peuvent  aussi  s'écrire 


— — ^1  -^.— ^'  ■••  ou  des  quantiléâ  proportionDelle 
celles-ci  soDt  alors  les  cocflîcicnls  directeurs  de  la  dr 
considérée;  si  l'on  pose 


X,,  X],  ...  sont  les  angles  de  la  droite  considérée  avec  lésa] 
oosa,cosa',  -r  cossicosa!, -|- . , .  étant  posé  égal  à  cosV 
sera  l'angle  des  directions  a,,  a^,  ...  et  «',,  aij,  .  . .  ;  d< 
découle  la  notion  des  droites  parallèli^s  on  perpendîculaii 
Si  l'on  considère  le  plan 

A|.r,—  \i,7-, -;...-!-  A,a;„ -H  A,*,  =  o, 
la  direction  avant  pour  eocflicients  directeurs  A,,A],  . 
A„  csL  celle  de  la  normaie  du  plan  ;  d'oùi'on  déduit  la  not 
de  plans  itarallclcs,  perpendiculaires,  etc. 

Si  l'on  elTeclue  sur  les  variables  j") ,  x-,,  ,  . . ,  .r„  une  si 
>litulion  linéuirc  ortliogonale,  on  fait  ce  que  l'on  peutappt 
une  transforma  lion  de  coordonnées,  et  les  définitions  donn 
pour  los  diverses  quantités  appelées  distances,  angles,  e 
subsistent  pour  leurs  transformées. 

XTI.  —  Surfaces  fermées. 
Considérons  une  surface 

.f<-r,.J;, r,|..o 

f'I  un  |)oiul  a, ,  ff  j,  ....  rt„  ;  supposons,  pour  fixer  les  idi 
.jue  l'on  ait 

/'"„«. n,.)<o 

(et  l'on  peut  toujours  faire  en  ^orle  qu'il  en  soit  ainsi,  s 
point  ai,  (1-2,  .  .  .  n'est  pas  sur  la  surface). 


g 
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Lies  points  de  l'espace  à  n  dimensions,  à  l'exception  de  ceux 
ai  sont  sur  la  surface,  se  partagent  en  deux  catégories  : 
îux.  pour  lesquels  f{x^^  jto,  •  •  •  :  ^n)  a  le  même  signe  que 
(ai,  «2,  . .  . ,  rt„)  et  ceux  pour  lesquels /(xi,  . .  . ,  Xh)  a  un 
igné  opposé  :  je  dirai  que  les  premiers  appartiennent  à  la 
égîon  négative,  et  que  les  autres  appartiennent  à  la  région 
losilive. 

Ceci  posé,  coupons  la  surface  par  une  droile  passant  par 
e  point  (ai,  «..»-  ...,«//),  à  savoir 

r désignera  la  distance  des  points (é^i,  a^^ .  • .)  ct(j;i,  j:^,  . .  .). 
Nous  pouvons  supposer  r  toujours  positif;  les  r  des  points 
d'intersection  de  la  droite  (2)  et  de  la  surface  (1)  seront 
donnés  par  la  formule, 

<3)  y(ai -h  rcosai,  aj-    rcosaj,  . . .  )  —  o. 

Maintenant  donnons  à  ai,  7.2^  ...  des  valeurs  déterminées  et 
supposons  r  très  petit,  le  premier  membre  (3)  sera  de  même 
signe  que  f{ci\f  «2»   •  •  •)'  c'est-à-dire  négatif,  et  il  peut  se 
faire  que,  r  grandissant,  le  premier  membre  de  (1)  conserve 
le  même  signe,  de  même  qu'il  peut  en  changer  plusieurs  fois. 
Appelons  V  le  nombre  de  changements  de  signe  qu'il  éprouve 
«luand  /•  varie  de  o  à  -+-  00  ,  et  supposons  ce  nombre  fini.  Fai- 
■   sons  maintenant  varier  ai,  a^,  . .  . ,  le  nombre  v  va  varier  en 
général,    et    cela   brusquement,    puisqu'il  est  entier;    si    le 
nombre  v   ne  peut  varier  que  parce  que  deux  ou   plusieurs 
valeurs  de  r  sont  devenues  égales  et  ont  simultanément  dis- 
paru par  couples,  on  dira  que  la  surface  (i)  est  continue. 
^insi  dans  une  surface  continue,  et  nous  n'en  considérons  pas 
I  Vautres,   le   nombre  v  reste   toujours   de  même  parité   en 
comptant  les  valeurs  doubles,  triples,  etc.,  de  r  pour  deux, 
^ï*ois,  etc. 

Lorsque,  dans  une  surface  continue,  r  ne  peut  être  infini, 
'^n  (lit  qu^elle  es\  fermée  ;  alors,  si  le  nombre  v  est  pair,  on 
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(lit  que  le  point  (Oi,  a^,  •  •  •)  est  extérieur;  si  le  nombre  v 
est  impair,  ce  point  est  intérieur  à  la  surface. 

Tous  les  points  intérieurs  appartiennent  à  une  même 
région,  tous  les  points  extérieurs  à  C  autre  région. 

Soieni,  en  eflc'l,  M  et  j\  deux  points  intérieurs  :  joignons 
MN  --  R;  appelons  rla  distance  du  point  M  a  un  autre  poiol 
de  MN  situé  sur  la  direction  de  MN.  Faisons  varier  r  jusqu'à 
ce  qu^il  devienne  égal  à  R,  puis  continuons  à  le  faire  croîlre: 
son  extrémité  aura  rencontré  un  nombre  impair  de  fois  la 
surface;  mais  elle  aura  aussi  rencontré  un  nombre  impair  de 
fois  la  surface  a|)rès  que  /*  aura  passé  par  la  valeur  H;  donc, 
|)our  |)asser  de  o  à  R,  Texlrémité  de  r  a  rencontré  un  nombre 
pair  de  fois  la  surface,  et  y  a  le  même  signe  en  M  et  en  N  : 
ces  points  appartiennent  donc  à  la  même  région. 

Nous  dirons  qu'une  surface  fermée  est  simple  quand,  en 
faisant  varier  les  coordonnées  d'un  point  d'une  manière  con- 
tinue, à  rinlérieur  de  la  surface,  on  pourra  l'amener  d'une 
position  ({uelconcpie  M  à  une  autre  position  quelconque  N 
sans  \v,  faire  clianj^cr  de  région  et  sans  même  lui  faire  ren- 
roulror  la  surfnrr. 

XVII.  —  Mesure  de  l'étendue  des  variétés. 

Lut.'  variélé  à  une  dimension,  une  ligne  si  Ton  veut,  a 
pour  longueur  la  somme  des  distances  de  ses  points  suc- 
cessifs, ou,  poui-  nous  exprimer  plus  rigoureusement,  la  va- 
leur (le  rint('gralo 

/  \dj\       (fj'l    .  .    .  —  drl, 

dans  la(|uclle  JCi ,  .^•2,  .  .  . ,  .r,/  désignent  les  coordonnées  d'un 
point  <juelconquc  de  celte  ligne.  Les  limites  de  l'intégrale 
correspondent  aux  points  extrêmes  de  la  ligne. 

Les  analogies  nous  conduisent  à  mesurer  V espace  inté- 
rieur à  une  surface  fermée  simple 

(i)  /(-''il  -''î ^'fi"»  ~  w 


par  rîolégr^e  a"^" 

m.        mi        n 

étendue  ^  loal  le  domaLae  «i^f*  coint-T  înLîirieîir^  i    :    «ft  i»*- 
finis  par  soîle  par  ane  torxnale  telle  ';*i^» 

(a>  /  X:.  ^. r,       :  ». 

Nous  mesarerons  lVten«lae  «ie  Li  sartji:^^    ..    i<i  ni«>^*îii  ij»* 
ia  formule 


j  j djCidx*  .  .  .  <£r,_.   • — 


■/.*     -  >-* 


r«r-  /ir. 


•r" 


'/-" 


étendue  à  tous  les  p^înt-^  satiât'iki'^saiiL  a  Lk  r*rUtIoQ     > 
La  mesure  de  ia  lariétf^  a  a  —  i  •iLnen.<fioQ5 


sera 


'1     X^_    .    J-, 


et  ainsi  de  suite. 

Les  théories  exposées  dans  ce  p3ra;n^phe  facilitent  l'e\p<>- 
sition  de  certaines  parties  de  li  théorie  des  înté;zrales  mul- 
tiples. 

XYin.  —  Surface  de  iliypersphére. 
Considérons  l'hvpersphére 

î  i  î  D  » 

-r  J  —  J^j  -  -  .  .  .  —  J^^  =  K-. 

et  proposons-nous  d'évaluer  l'étendue  de  sa  surface.  Celte  sur- 
face est  évidemment  fermée  et  simple,  et  la  mesure  demandée 
est 


I  I  . . .  dxidx*  . . .  clxn-i  - 

9>         ^ 


l     *              t  2 

'  r~  —  y     jr 


i 
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OU 


// 


• . .  dx\  dxf  . . .  dxn—i 


R 


Pour  évaluer  celle  intégrale^  on  peut  procéder  comme  il 
suit  :  on  posera 


j*i     —  RcosOi, 

.rj      —  R  sinO|CosOs, 


T„..i  =  R  sinO|  sinôj  . . .  cosO;,.], 

j^;,_i  —  R  sinOisinO]  . . .  sin0«^scos0,.|-t, 

Xfi     —  R  sinôi  sinOj sinOit— i  ; 


<»n  aura  bien 


Xi  -f-  xl 


c;t 


'HXi,  Xj, 


jf'^-l)  =    'tR«   »sin«-'0,sin«-»e, 
»  "/i-i  ) 


.  sine^-i, 


en  sorle  que  Tinlégrale  à  évaluer  deviendra  (p.  i5i) 

f  f"  R«-»sineî-2sinej-3  ...  sinO«^,  c^i^Oj  ...  ^«-,; 

quanl  aux  linulcs,  on  voit  qu'elles  seront 

pour  0,         _      pour  O2  . . .  _  j  pour  O^-i, 

afin  que  les  .r  acquièrent  une  fois  cl  une  fois  seulement  loules 
les  valeurs  comprises  entre  —  i  et  -f-  i.  Or  on  a  (p.  64) 

r^  -o    r»  jfi  1.3.3. .  .(2m  — 1) 


•  0 


I      sin 


2'"-^»  0^/0  -  Jt. 


9. .  î . . .  '2  wi 


1.3.    .  (  V».  /?i  -h  I  ) 


Notre  intégrale  devient  alors 


2- 


'  -.       2^1.3       9.4         p^_, . 
2  3         2.4         3.5 


pour  n  z=  •>.,  on  a  •>.7:R  -,  pour  n  —  3,  on  a  /(t^R^,  •  -    . 
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la  surface  qui  limite  le  domaine  D;  celte  surface  sera  par 
conséquent  supposée  fermée.  Si  l'on  suppose  3/  tiré  de  Téqua- 
tîon  (5),  on  aura  (p.  i5i) 


/   /  ...  ^^iTicLci . . .  dxi^idxi^i  . . .  dxn  R- 


y^i  JTi  --  -^  --   —  ^-     —     -^  -    n-'^azx  . . .  azi.az\i^\  . . .  ac,, , 


rempiacons  le  premier  membre  par  sa  valeur  o  et  Iransfor- 
inons  le  second  membre  :  nous  trouverons 


ff 


V 


o        -. — 


(O 


Xi 


^1 


tizi  dzi 

dzx  ffZi 

i)Xi  f)Xf 

àzi  OZf 


(0 

cîz,t 

()Xi 

t)z„ 

f)Xi 

Oz„ 


R    "  -  o, 


ôxn     f)jr,, 


OZi 


Oz 


w2 


i)zn 


c»>  désignant  le  produit  dz^y  (Jz2,  .  . .,  clz„.  Telle  est  la  for- 
mule de  M.  Kronecker;  on  peut  lui  donner  une  autre  forme 
En  efTct,  en  appelant  dv  l'élément  de  la  surface  (5),  on  a 


(IZi 


f)Zi 


V 


de  sorte  que, si  l'on  fait 


A  = 


o 


^1 


aF 

ÔZi 


ÔF     _t)F 

uZi       OZf 
()Xi        ()Xt 


n 


dzt 

Ozi 

•   •  • 

àXn 

m     •    • 

àXn 

dzx      ôZf 


e 


■vAI 


^  ^  i 


ÔXi 


ÔZn 


I 


I 
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ainsi  qu'il  est  facile  de  le  vérifier;  en  efiel  Ton  a 

^  =  — (n  — a)x,(x}-4-...-hj?;)"*, 

j^  =  n(n  — a)j??(arî-'-...-ha:;)     *    — (n  — 2)(a:î~. . . 

en  faisant  i  =  i ,  2,  . . . ,  n  et  en  ajoutant  les  équati 
obtenues,  on  trouve  l'équation  (i). 
Faisons,  pour  abréger, 

R«  =  orj  H-  jr J  -    . . .  -i-  tJ 

et  remplaçons  dans  (a)  //  par  R-<«~«',  et  par  consé< 
par  — (/i  —  5i)jr/R"''',  nous  aurons 

//•  •  •  (sFi  " -^  5 '' -^  - -^  ê '")  "^  ""''■^' • 

=  //...  ^^vxidxx . . .  dxi^idjTi^'^  . . .  dr„  R-«. 

i 

Il  résulte  de  là  que,  si  r  est  une  fonction  hom* 
degré  zéro  ou  une  constante,  on  a  simplement 


(4) 


11..,  ^^vjTidxi  . . .  dxi-i  dxi^i  . . .  drn  R-"  = 


Cette  équation  va  nous  servir  à  établir  un  théorème  ii 
<lc  M.  Kronccker.  La  formule  (a)  a  été  trouvée  pj 
dans  le  cas  où  n  -.~  3. 


XX.  —  Théorème  de  M.  Kronecker. 

Changeons  de  variables  dans  lu  formule  (4)  du  pa 
précédent  et,  à  hi  place  des  variables  j^i,  x^,  . . .,  . 
tons  d'autres  variables  ^i,  3j,  .  .  . ,  3,,,  que  nous  siip] 

liées  par  la  relation 

(5)  F(;;,,  jj,  ...,  z„)  =  o, 

qui  sera,  par  rapport  aux  nouvelles  variables,  Téqn 
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la  surface  qui  limite  le  domaine  D;  celte  surface  sera  par 
conséquent  supposée  fermée.  Si  l'on  suppose  j/  tiré  de  Téqua- 
tîon  (5),  on  aura  (p.   i5i) 


ff 


remplaçons  le  premier  membre  par  sa  valeur  o  et  transfor- 
mons le  second  membre  :  nous  trouverons 


(O 


(i> 


Xi 


//• 


V 


^î    --.— 


dzi  dzi 

()x\  i)tx 

f)Zi  Ozi 

dxi  âXf 


àzi     dzi 


dzn 

ÔX\ 

Oz„    I 
Oxi      R    « 
OZn 


o, 


()x„     t)x,, 

()Zi        f)Zi 


f)Xn 
OZn 


f»>  désignant  le  produit  dz^,  dz2,  .  . .,  clz„.  Telle  est  la  for- 
mule de  M.  Kronecker;  on  peut  lui  donner  une  autre  forme 
En  efTel,  en  appelant  d^r  l'élément  de  la  surface  (5),  on  a 

ÔF 


Ci> 


da  =  ~, —  — ,    TT^ 
dzi 


âzi 


Mï 


•    •    ■ 


de  sorte  que,  si  Ton  fait 


A  = 


o 


^i 


()F      ÔF 


àZn) 


ÔF 


ÔZi 

ÔZi 

dx, 

dXy 

dzx 

dzt 

dxn     dx, 


n 


dzi      ôzi 


âxi 
OZn 


àXg 

àZn 


-lAiF^IÎJ 


19'^  CHAPITRE    IV. 

on  aura 


// 


aa  =  o. 


eR« 


Mais  celte  formule  suppose  que  R  ne  s'annule  pas;  li 
fonction  n  étant  censée  finie  dans  le  domaine  D  ;  donc  x^ 
X2t  '  '  '  •,  x„  ne  doivent  pas  s'annuler  à  la  fois  dans  Tinté- 
rieur  de  la  surface  représentée  par  la  formule  (5). 

Supposons  maintenant  oTi  ,  X2y  . . . ,  jr,i  nuls  à  la  fois  en  des 

points 

aif     af,     .    .,     a„^     que  nous  appellerons  M, 


Observons  que  la  formule  (6)  a  lieu  pour  une  surface 
fermée,  lors  même  qu'elle  ne  serait  pas  simple,  mais  com- 
posée de  surfaces  fermées  ne  se  coupant  pas  et  intérieures  à 
une  même  surface  extérieure.  Appelons  Ii,  Is?  •  •  •  des  sur- 
faces simples  intérieures  à  une  surface  simple  S  et  ne  se  cou- 

panl  pas,  et  désignons  par  11  l'intégrale  de     ^^  rfy,  relative  à 

lu  surface  S,  cl   par  K,,  K^,   ...  les  intégrales  de  la  même 
(|uanlilé,  relatives  aux  surfaces  Ij,  lo,  .  .  .,  on  aura 


•   •   • 


II  --.-.  Kl      Kj- 
Si  donc  nous  désirons  la  valeur  de  l'intégrale 

dans  rii>pollièse  nouvelle  où  nous  nous  plaçons,  il  suffira  de 
l'évaluer  successivement  pour  des  surfaces  fermées  infiniment 
petites  contenant  dans  leur  intérieur  les  points  M,  N,  . . . 
respectivement. 

Evaluons  Tinlégrale  prise  autour  du  point  M;  à  cet  effet, 
reprenons  d'abord  Xi ,  X2,  .  .  . ,  j:,i  pour  variables,  nous  aurons 

I*  =   /  /  •  •  •  ^t'J^/  dxx  . . .  dxi-i  djci^i  . . .  dxn  R-*»  ; 
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ien  ne  nous  empêche  alors  de  limiter  le  domaine  de  Tinté- 
^ration  à  l'hypersphère 

ar}  -+-  a?|  -f- . . .  -t-xj  =  p*, 

>   désignant  une  quantité  aussi  petite  que  Ton  voudra.  On 

30U¥nra  alors  faire  sortir  i^  de  dessous  le  signe  /  à  la  condition 

le  le  remplacer  par  sa  valeur  pour  ^|  =  o,  j:2  ==  o,  ...  ou 
poar  ^1  ==  0|,  ^2  =  «27  •  •  M  valeur  que  nous  appellerons  A, 
et  il  viendra 


—//•••2 


Xi  dX\  .  .  .  dXi—\  (iT(A-\    . . .   cLxn, 


?'• 


L'intégrale  qui  figure  dans  cette  formule  ne  change  pas 
quand  on  fait  varier  p;  on  peut  donc  le  supposer  égal  à  un, 
mais  alors  elle  est  l'expression  de  la  surface  de  l'hypersphère 

X  •   — T~  •*'  •  ~i     •  •  •  ~T"  X f^  —  I  y 

surface  que  nous  appellerons  Wn^  en  sorte  que 

P  =  XWn.' 

On  peut  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Soient  A,  B,  C,  ...  les  valeurs  que  prend  la  fonction  v 
homogène  de  degré  zéro  aux  points  M,  N,  ...  et  ct„  la 
surface  de  Vhypersphère  de  V espace  à  n  dimensions;  on  a 


SI- 


c^a=  ny;i(A  -t-B  -hC-h...), 


eR« 


V intégrale  étant  prise  le  long  de  la  surface  F  =  o  qui 
contient  les  points  M,  N,  . . .  pour  lesquels  on  a  à  la  fois 

(")  Xi=:0,  072  =  0,  ...,  0:^  =  0. 

Si  Ton  suppose  i'  =  i ,  on  a  le  théorème  de  M.  Kronccker 
en  vertu  duquel,  le  nombre  des  solutions  communes  aux 

L.  —  Traité  d* Analyse,  III.  i3 
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équations  (7)  contenues  dans  la  surface  F  =  0  est  < 
^intégrale 


//■ 


étendue  à  la  sur/ace  F  =  o. 


On  peut  étendre  ces  théorèmes  aux  fonctions  de  va 
imaginaires.  Considérons  en  eflet  les  équations 


(8) 


O,=0,  <?î=0, 


•  ï 


?n=0, 


dans  lesquelles  '^1,  (p^,   ...,  (f„  sont  des  fonctions  d 
riables  imaginaires  so  ^2^  •  •  •  ?  v/ 1  si  Ton  fait 


et  si  l'on  désigne  par  r  une  fonction  homogène  des 
l'rt,  i'6)  ...  les  valeurs  qu'elle  prend  aux  points  A,  B,  . 
les  équations  sont  satisfaites  en  même  temps  à  l'intérim 
la  surface  F  =  o,  on  aura 


^9) 


S^'-^inl;,//' 


•    •     —     — 


rintégrale  étant  étendue  à  la  surface  considérée;  bien  en 
V  est  fonction  réelle  de  -3,,  z^,   ... 
l'on  a 


5        '^ll 


f \ %    £j«     ••■ 


A  = 


o 


^1 


•    m  •     •    • 


^'^mhl 


"57 
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enfin  rfar  est  rélément  de  la  surface  F  =  o.  Cette  formule 
fournit  le  nombre  des  solutions  des  équations  (8)  contenu 
dans  celte  surface  quand  on  suppose  r  =  i . 


^♦^I^IfHfH 


ET  NOTES 


i.  Démontrer  que  Ton  a 

-^  f     f  /(^'  y)dydx  =11    f(x,  y)dxdy. 

1  Si  Ton  pose 

l'élimination  de  X  et  [4.  fournit  une  certaine  surface  dont  Taire  est 
représentée  par 


formule  où 


dx  dr     ,    ày  ày        ôz  ôz 

3.  Si  Ton  pose  dans  Tintëgrale  qui  donne  Taire  de  la  sphère 

J7  =  rsin^  /i  —  w*sin*6, 

y  =  rCOs6  COS'}'t 


z  =  rsin6  v^i  —  /i*sin*^, 

Taire  de  la  huitième  partie  de  la  sphère  de  rayon  r  sera  donnée  par 
fa  formule 

rt   r    r  /n'cos'e-^/.«co.'-{<  ^^^  ^  ^  ^, 
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4.  Prouver  que,  en  posant 


iz 


F(m)=  r*    ^        ^ rVi  — '»»*sin«erf6  =  E(/ii), 


0 
on  a 

F(m)E(/i)-4-F(/i)E(m)—  F(m)F(n)=  -. 

(LEGENDREf  Fonct.  elliptiques.) 

3.  Soient  x,^,  .5,  ...  et  x\y ^  z\  ...  deux  systèmes  de  variables, 
m  une  constante,  «p  et  /  deux  fonctions  continues.  Si  Ton  a  deux 
fonctions  Fi  et  Fj,  telles  que 

\  j  j  •  •  •  ?(^'»y» .  •  ')f{^yyy  -,-..,  ^',y,  -5'»  • .  .)Fi(^'»y,  -»', . .  .>  dy,  </j 

=  mFi(a:,7,  5,  ...), 

on  aura,  entre  les  mêmes  limites, 


rjf 


. . .  ?(:r',y,  z\  . . .)  F,( j;',y,  -s',  . . .)  F,(jr',/,  -s',  . . ,)  da:  df  dz' ... 

(LiouviLLE,  1"*  série,  t.  X,  p.  327.) 

(5.  Trouver  un  point  tel  que  la  somme 


J  fi^^yy  -) 


r^dv 


soit  minima,  /*  désif^nanl  la  dislance  de  ce  point  au  point  or,  y^  Zy  et 
Tintéjj^rale  étant  relative  à  tous  los  cléments  dv  d'un  volume,  d'une 
surface  ou  d'une  ligne  donnés. 

Ce  point  est  le  centre  de  gravite  du  corps    /  di\  dont  l'élément 

dv  possède  la  densité  f. 

7.  Trouver  un  axe,  tel  que  l'intégrale 


soit  la  plus  petite  possible,  r  désignant  la  distance  du  point  (  jr,  y^  z) 
à   l'axe  en  question  et  dv  l'élément  de  volume  d'un  corps  donné. 
L'intégrale  est  supposée  étendue  à  tous  les  éléments  dv  de  ce  corps. 
(Môme  problème  en  remplaçant  le  mot  axe  par  le  mol  pian,) 
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8.  Évaluer  le  volume  compris  entre  les  plans  de  coordonnées,  le 
plan  or  -i-jr  ==  -  et  la  surface  représentée  par  Téquation 

z  =  cosa^cosj^. 

9.  Évaluer  Tintégrale 

/   I    /  •  •  •  dxi  dxf  . . .  dXfi^ 

avec  la  condition 

o  <  a?i  H-  Tj  -f- . . .  -H  3^,1  <  I . 

iO.  Évaluer  Tintégrale 


J  J  J  Jx^  -h  V*  -+-  ^* 


avec  la  condition 

il.  Le  paraboloïde  hyperbolique  qui  passe  par  quatre  arêtes  con- 
sécutives (formant  un  quadrilatère  gauche)  d'un  tétraèdre  partage 
ce  tétraèdre  en  deux  parties  équivalentes. 


*—* 


igi  CHAPITRB    T. 


CHAPITRE  V. 

INTÉGRALES  DES  DIFFÉRENTIELLES  TOTALES. 


I.  —  Conditions  ponr  qn'nne  fonction  soit  une  différentielle  exacte. 

Étant  donnée  une  expression  de  la  forme 
(i)  Pi</ari-h  Pî^a7, -^...-f-P„dlrn=  SPdlar, 

où  P|,  p2,  . . .,  P/i  sont  des  fonctions  de  x^^  x^j  •  •  •,  Xni  il 
n'existe  pas  en  général  de  fonction  de  Xi,  x^^  •  •  •»  ^n  qui 
Tadmette  pour  difTérentielle;  en  effet,  pour  qu'il  existe  une 
telle  fonction  ¥{x^y  x^^  . . . ,  Jc,,),  il  faut  que  l'on  ait  identi- 
quement 

c'est-à-dire,  en  égalant  les  coefficients  de  dx^^  dx^^  •  .  . ,  dx^^ 
^^Ï'_P  ^F         ,  <^F__ 

Or  on  a,  en  différrntiant  la  t^'™*  équation  par  rapport  à  xy, 

ÔXi  ÔXj  ÔXj  ' 

on  a  de  même,  en  différenliant  la  y*'"'*  équation  par  rapport 
a  ^1, 

ÔX.  OX  i 

d'où  Ton  conclut 

(2) 

en  permutant  i  et  y  avec  chacun  des  indices  1,2,  . .  • ,  n,  on 


ÔXi  d^j 

ÔXi 

dP/ 

ÔXj 

ÔPj 

ÔXi 

f 
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obtient relations  analo^es  qui  doivent  être  identi- 
quement satisfaites  si  Ton  veut  que  (i)  soit  une  difierentielle 
exacte. 

Réciproquement,  si  les  ^—^ relations  ( 2)  ont  lieu,  il  exis- 
tera toujours  une  fonction  F  admettant  l'expression  \^P(ir 
pour  différentielle.  En  eflet,  si  nous  posons 

il  est  clair  que  Ton  aura 

mais  la  seconde  de  ces  formules,  en  vertu  de  (2),  peut  s'écrire 


«    X, 


dxi-T 


dxt       J       ôxx  dx% 

=  P,-Aî-+---î, 

ox^ 

A2  désignant  ce  que  devient  P2  quand  on  y  remplace  Xx  par  a^ , 
et  l'on  aura 

—  =P„ 

dxt 

si  l'on  prend 

'^  =  A 
ôx^ 

OU,  en  appelant  F3  une  fonction  de  jTs,  Xj,  . . . ,  ^/i, 


I       A,é£rj-+-Fj(a:3,  2:4,  ...,^7;,). 

a. 


Donc  la  fonction 
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admet  pour  dérivées  par  rapport  à  x^  et  X2  les  quantités  P| 
et  P2  ;  on  a  ensuite 

dxt      J       àxt  J       dTt  àxt 

c'est-à-dire 

Aj  désignant  ce  que  devient  Pj  pour  X|  =  ai,  cette  formule 
donne 

Aj  désignant  ce  que  devient  P3  quand  on  y  fait  X|  =  «i 
et  ^2  =  «2  ;  on  en  tire 


ÔXi 

et  1  on  aura  ^ — 

-  P„  si 

A,  =          > 
dJ-3 

c'est-à-dire  si 

*• 

F3 

-  r    A.rfj-,; 

alors  la  fonction 


F,-    f'^'wdj^-r-  f"\.d.r,-^  f  '\;dri-i-r, 


a.  •      llm  *     /» 


admettra  pour  dérivées  par  rapport  à  x^j  x^t  ^3  les  quanlilt^s 
Pi,  P2,  P3,  et  ainsi  de  suite.  H  résulte  de  là  que  la  Ibncllon 

1        PidXi-^    j       AidXi-r-    I       A3  </x3 -+-...  —    /        S^ndxn 
^'tii  «Vf,  •^/,  «-^/^ 

aura  pour  différcnliclle  l'expression  (i),  si  Ton  a  en  général 
Il  y  a  plus,  deux  fondions  ayant  môme  différentielle   ne 
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>oiivant  différer  que  par  une  constanle,  l'expression  trouvée 
oot  à  l'heure  sera,  à  une  constante  près,  la  seule  qui  admette 
>oor  différentielle  JlPdx. 


II.  —  Remarqnes  an  sujet  des  conditions  d'intégrabilité. 

Nous  venons  de  voir  que  la  condition  nécessaire  et  suffi- 
iante  pour  que  l'expression  P|  dxt  +  P2  dx2  4- . . .  4-  P/i  dx,i 
(oit  une  différentielle  exacte  était  que  l'on  eût  les  ^n(n  —  i) 
dentités 

dPj        dPj  _ 

Oxj        dxi  ~ 

^s  conditions  à  la  vérité  sont  nécessaires  et  suflisantes,  mais 
(acobi  a  prouvé  que,  pour/i  >  3,  elles  se  réduisaient  à  2/1  —  3 
k|uations  distinctes. 

D'ailleurs,  pour  /?  =  3  et  n  =  2,  on  a 

l/i(/i  —  1)  =  in  —  3, 

*u  sorte  que  l'on  peut  dire  que,  dans  tous  les  cas,  le  nombre 
les  conditions  distinctes  d'intégrabilité  est  2/1  —  3. 
Pour  démontrer  cette  proposition,  posons 

dXj  dXi  ^^^  ' 

nous  aurons 

Q/y  =  —  Qy/»      Q*/  =  <>• 

On  a  identiquement 


dxk         àxi         ôxj 


ainsi  qu'on  peut  le  vérifier  en  remplaçant  Q/y,  Qy^,  Q^/  par 
leurs  valeurs.  Il  en  résulte  que,  si  Çljk  et  Q^/  sont  nuls  iden- 
tiquement, on  aura  -^^  =0  et,  par  suite,  Q/y  ne  contiendra 


dxk 
pas  Xk* 
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Ceci  posé,  considérons  les  équalions 

IQii  =  o, 
Q3*  =  o,         Qu  -+-  J^j  Qn  =  o, 

qui  ont  lieu  quand  P,  rfX|  4- Pj^JCa -4- Psrfxs  +  P4rfwr4 
une  difTérenticlle  exacte,  car  alors  Qi  2  =:o,Q23  =0,  Qu^ 
Q34  =  o,  Q42  =  o,  Q4,  =  o;  je  dis  que  réciproquemenl 
conditions  (i)  entraînent  celles-ci.  En  effet,  en  vertu 
Qi3  =  o  et  Q3i=o,  Qh  ou  Qn  ne  contient  pas  Xs; 
vertu  de  Q23  =  0,  Q,,  =  o,  Qa*  ne  contient  pas  x^  non  p 
donc  Qi4  4-^3Q2t  ne  saurait  être  identiquement  nul  si 
n'a  pas  Q, ,  =  o,  Qai  =  o. 

De  même,  si  l'on  considère  le  groupe 

Qii  =  o, 

(2)  < 

Qav  =  0,         Qu  -4-  ^3  Qn  =  o, 
\  Qi5  =  0,        Qn  -+-  ^*  Q25  -+-  xl  Q35  =  o, 

qui  ne  diffère  du  système  (i)  que  par  Taddition  des  d 
dernières  équations;  on  voit  que  Ton  en  déduit  d'ab( 
comme  tout  à  l'heure, 

Qi2  =  o,        Q23  =  o,        0,3  =  0,         ...,         Q3;  =  o; 

maisQji  ne  contient  pas  .r^,  puisque  Qi^  ainsi  que  Qij  s 
nuls,  etc.;  donc  on  ne  saurait  avoir 

Qis  -+-  J-4  <v>23  -^  ^l  Qas  =  o 
que  si  l'on  a  séparément 

Ql3  =  0,  Q25  =  0,  Q35  =  o; 

et  ainsi  de  suite.  c.  q.  f.  d 

On  peut  encore  aller  plus  loin  et  prouver  que,  si  Toi 
seulement 

(3)     ^  =  ^,        ^  =  ^^,  ^}jLil  =  JllL, 

()Xn         Oxi  ôxn,         0x2  '  *  '  '  dx„  àx„-i  ' 

r  expression 

1*1  dxi  -h  Pj  dxi  -4- . . .  -h  P„  dxn 


»  -^ 
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*ra  une  différentielle  exacte^  pourvu  qu'elle  le  soit  pour 
\ne  valeur  particulière  a  de  Xn,  c^est-à-dire  pourvu  que 
Ton  ait 


[4) 


âPj  _  dPj 

ôxj  ~~  dxi 


pour  Xfi  =  o. 


En  effet,  posons 


;s) 


a  =  mO 


f        PndXn, 
a 


!»•,  valeur  de  u  pour  x„  =  a,  sera  fonction  de  Xt,  X2^  . . . , 


du 


_,  et  l'on  aura  t —  =  P^.  Or  je  dis  que,  si  Ton  choisit 


dXn 


du 


convenablement  «/*,  on  trouvera  -r—  =  P/,  pourvu  que  les  re- 
ons  (3)  et  (4)  aient  lieu.  En  effet,  de  (5)  on  tire  pour  i<i  n 


—  =  —  -h  r     """rfx 
dXi        àxi       j^       ^~ 


'"àPn 
àxi 


que  l'on  peut  écrire 


du  _  âu^ 
àXi        âxi 


"-^-n-si-m-- 


PJ  désignant  la  valeur  de  P/  pour  Xn  =  a,  ou,  en  vertu  de  (3), 

fî^-'^^'^p.       po. 

dXi  ~   dXi  "^      '         ^'  ' 

on   aura   donc  bien  ^—  =P|,   si  -r—  =  P?,   c'est-à-dire  si 

àxi  '         dxi  '  ' 

est  la  différentielle  d'une  fonction  de  Xi,  x^y  . . . ,  ^/î_i. 

c.  Q.  F.  D.  (*) 


(*)  Cette  proposition  résulte  aussi  de  la  formule  de  Jacobi 


dxj        dxi        dx  ' 
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m.  —  AppBotioa. 
Considérons  Teipression 

( zldr T  dr -r-xdz; 

V  y-    ' 

cette  expression  est  int*;«:ralile,  car  on  a 

'  '         .  I  ^  \ 

"\--  =  )  <'(,.,) 

■. __  .' ;__ 

€fy  OJT 

dz  dx  dz  dy 

L'intégrale  de  celle  diflerenlielle  est 


x\  - 


j     ( r-  zjdx  —  /     —rt^?'-^!    x^dz-^  consl. 

OU 

{X  —  X^)\ r-  Z  )-i ^ ^-H  Xo(  Z  —  ^q)  -f-  CODSl. 

\r       /     y     y^ 

on  enfin 

(--\-z\^  consi.. 

résultat  facile  à  vérifier  par  difrérenlialion. 

IV.  —  L'intégration  d'ane  différentielle  exacte  se  ramèn 

à  ane  seule  quadrature. 

l/inl('gralc  de  l'ex|)ression  diflcMcnlielle  exacte 

du  —  V^  dxx  -^  Vidxi  -i- ...-+-  P^  dxn 

qui  inonlrc  (|uc,  si  Q^^  cl  O,^  sont  nuls,  on  a 

^•/ 
-  -  =  o. 

Q^.  est  <lonr  inrlrpondanl  de  x^,  s'il  est  nul  pourX;  =  xj.,  il  sera  donc 
titiucmcnl  nul. 
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îs'est  présentée  à  nous  sous  la  forme 
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(I) 


«./*••  t/j-O  Jr* 


PJ  désignant  ce  que  devient  P2  pour  x^  =  x^^\  P3"  ce  que 
devient  P3  pour  Xt  =  x®,  X2  =  x?^]  ....  Mais  il  est  clair  que, 
si  Ton  avait  PJ  =  o,  PJ®  =  o,  .  . .,  on  aurait  à  effectuer  la 

I  seule  intégration    /      P,  rfj^i;  or  (quoique  cela  ne  soit  pas 

[  toujours  avantageux,  hâtons-nous  de  le  dire)  on  peut  toujours 
:  faire  en  sorte  qu^il  en  soit  ainsi,  au  moyen  d^un  changement 
de  variable.  Posons  en  effet 


(a) 


> 


«'i9  ^39  .  . .,  a^,  et  ^0  désignant  des  constantes  arbitraires  et 
/,  at|,  a2,  ...,  a„_4  de  nouvelles  variables,  <pi,  cpa,  ...  des 
fonctions  quelconques  assujetties  à  rester  finies,  ainsi  que 
leurs  dérivées,  pour  t=to  et  pour  toutes  les  valeurs  de  / 
comprises  entre  /©  et  la  valeur  de  t  que  nous  choisirons  pour 
la  limite  de  nos  intégrations  subséquentes.  Nous  aurons 

dXi  =  -j^  dt-h  -r~  é/aj-H.  .  .4-  -T doLn-i 

Ot  07.1  à%n-l 


el,  par  suite, 


( 


Pl 


doit 


p« 
p. 


ÔXt 

dxi 


(„      dxx         ^     àxi  _      ÔTr,  \    , 


mais,  pour  ^  =  /q?  j^  est  nul,  car  --i  =  (/  —  to)  -pi;  donc, 
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pour  /  =  /o7  les  coefficients  de  d%s,  doL^^  .  •  •  sont  nuls  dans 
la  nouvelle  expression  de  du^  et  Ton  a  simplement 

ce  que  Ton  peut  écrire,  sous  une  forme  abrégée, 

a=   /    (P,</x,-hPtûl>j-H...-f-P«€for*), 

en  sous-cntcndant  que  les  x  sont  exprimés  en  fonction  des  a 
et  de  /.  La  valeur  de  u  en  x^j  x^,  •  •  •,  Xn  s'obtiendra  en  j 
rcnipla^^ant  a,,  a^,  ...,  a;,.|  et  /  parleurs  valeurs  tirées 
de  (a). 

Si  ce  mode  d^intégration  par  un  changement  variable  nVst 
pas  toujours  avantageux,  il  met  en  lumière  un  fait  impor- 
tant, c\^st  (|ue  : 

Si  l'expression  P,  rfj^i  4-. .  .4-  P,tdxn  est  une  différen-- 
tielle  exacte,  r intégrale 


p,  r-j^...^P^r^\rf; 


ne  dépendra  que  des  valeurs  de  Xt,  X21  ...,  Xn  pour 
t^^toetfr^fi  et  nullement  de  la/orme  des  fonctions  de  t 
que  l'on  mettra  à  la  place  de  x^^  x^^  . . . ,  t^. 

Ce  lli('oivmc  est  cependant  soumis  à  de  nombreuses  excep- 
tions. On  conroil  en  efTcl  que  rintt'grale  de 


puisse  être  une  fonction   susceptible  de   plusieurs   valeurs 

connue  arctang  t  par  exemple,  bien  que  sa  différentielle -5 

n'en  ait  qu'une  seule.  La  forme  des  fonctions  '^  pourrait  alors 
évidemment  influer  sur  le  résultat.  Tout  à  l'heure  nous 
éclaircirons  ces  notions  par  quelques  exemples  tirés  de  la 
Géométrie.  Démontrons  d'abord  que,  réciproquement  : 
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Si  r expression 

dépend  que  des  valeurs  de  x^^  x^,  . . . ,  ^r^  pour  t  =  to 
i  =  i^  et  nullement  des  fonctions  de  t  mises  à  la  place 
X4 ,  Xyy  . .  .^  Xni   l^ expression  P| dx^  4- . . .  +  P^dXn  est 
différentielle  exacte. 


k 


En  effet,  tout  changement  de  forme  dans  une  fonction  x 
le  t  peut  être  censé  opéré  au  moyen  de  la  variation  d*un 
Wramètre  a;  si,  en  effet,  Ton  considère  Texpression 

î 

a  —  gtn  t\  —  a 

X  =  ^  ^{t)-^- W\ 

ai  —  ao  »!  —  ao  ^ 


4911  voit  qu'elle  se  réduira  à  ^(/)  pour  a  =  ai  et  à  <{^(/)  pour 
«=  a©.  Ceci  posé,  imaginons  que,  en  faisant  varier  un  para- 
nètre  z,  on  change  la  forme  des  fonctions  x  qui  entrent  sous 

le  signe  /  dans  la  formule  (3),  on  aura,  en  désignant  par  un  0 

les  différentielles  prises  en  faisant  varier  a  et  en  laissant  / 
constant. 


rintégr^ition  par  parties  donne 


on  bien,  en  observant  que  ùXi  est  nul  pour  ^  =  ^0  et  /  =  /, 
lî  Ton  veut  que  jTi,  0:2,  ...  ne  subissent  pas  de  variations 
pour  t  =  io  ^t  t=  t^ 


OQ  enGn 


8a  =   r  '  (S^Pidxi-SdPiùXi\ 


ao8 


ou  encore 
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mais,  si  Ton  veut  que  ou  =  o,  quelle  que  soit  la  forme  des 
fonctions  .r/,  c'est-à-dire  quels  que  soient  les  ox/  et  les  X/, 
ou  quels  que  soient  les  dxiel  les  oxj,  il  faudra  que  les  cocf-i 
ficienls  des  oxjdx^  soient  nuls,  sans  quoi,  s'ils  étaient  diffé- 
rents de  zéro  en  prenant  les  oxj  dxi  de  mêmes  signes  qoe 
leurs  coefficients,  on  rendrait  ou  positif.  Donc  enfin  on  doit' 
avoir 

dxj  ~~  dxi 

pour  l'invariabilité  de  la  fonction  Uj  ce  qui   démontre  le 
ihcorème  énoncé. 


V.  —  Application  de  la  méthode  précédente. 


i"  Proposons-nous  d'intégrer  avec  une  seule  quadrature 

l'expression 

du  =  xy  dz  -f-  yz  dx  H-  xz  dy. 

Si  l'on  observe  (jue,  pour  ^  :=  o,  les  coefficients  de  dx  et 
dy  sont  nuls,  on  aura 


u  ^   1     xy  dz  —  xyz 

*  0 


const. 


La  difVérenliation  de  xyz  montre  que  l'expression   donnée 
riait  bien  une  difTércnlicUc  exacte. 


a°  Intégrons  encore 


{ixy  -\- z^)dx  -\-{izy  -\-  x^)dy  -\-{izx  -\- y^)dz. 

On  vérifie  facilement  que  les  conditions  d'intégrabililé  soni^ 
satisfaites.  Posons 


(0 


dy  =  oidx  -h  X  c/a,         dz  =  1^  dx  -^  x  d^, 
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nous  aurons,  pour  l'expression  de  l'inlégrale  cherchée, 


•-'0 
OU 

(a-f-  p*-h  a«p)x'H-const. 
£n  remplaçant  alors  a  et  ^  par  leurs  valeurs  tirées  de  (i),  on  a 

(y       ^*       y*  ^\    ^ 
—  H i-H^-)^'-+-  const. 
X          X^  X^    X  J 

OU 

x^y  -r-  z^ X  -T-  y^ z -¥■  consl. 

et  l'on  vérifie  facilement  que  cette  expression  a  pour  différen- 
tielle Texpression  donnée. 


¥1.  —  Intégration  d'une  fonction  le  long  d'une  ligne.  —  Théorème 

de  Gauchy. 

Considérons  une  expression  de  la  forme 

¥  dœ-^qdy, 

dans  laquelle  P  et  Q  désignent  des  fonctions  quelconques 
de  a:  et  dey;  supposons  que  dans  cette  expression  on  fasse 


ou  simplement 

f  \v dx -^  (Idy) 

sera  ce  que  l'on  appelle  Tinlégrale  de  V  dx  -h  Q  dy  prise  le 
long  de  la  courbe  dont  les  équations  sont 

entre  les  points  cf(/o),  ^(^o)  et -f  (/,),  i(^). 

Rien  n'empêche  d'ailleurs  de  supposer  ^  t=  x,  et  c'est  ce  que 
l'on  fait  souvent. 

L.  ~  Traité  d'Analyse,  III.  i  \ 


%  " 


'  >at  >  !•  our  I  XI  r^nrif  .>^:rîl  «J*  rori^ne  comme  centre  avec 
4.3.  m  .a  «jitlI  1  Œi.  L#f<  -^^uAtiviis  de  ce  cercle  sont 

'  'atî^'^ri:-;  d-'ia.Aa-i-^e  >en   Jonc,  en  tournant  dans  le  seu 


•  hi  jurxit  iu>>t  pu  po>er  »"  =  \  i  —  J"*.  on  aurait  eu 

En  \ertu  Je  la  remarque  faite  au  paragraphe  précédeti 
on  pi^urra  dire  que.  si  V  dx — Q  </>•  est  une  différentiel 
exacte,  si>n  intêsrrale  pri^e  entre  deux  points  fixes  ne  varie* ^ 
pa>,  en  :;;r'nêra!.  avtv  la  forme  du  contour  d'intégration.  Me* 
il  imptTl'  »K-  »l«»nn»'r  un»*  .léinijn>tralion  riijoureusc  de  cet  ^ 
|ir(>piwitio!i  et  de  |>rt'ci>er  les  cas  dans  lesquels  elle  tombe  ^ 

•  !«l,ml. 

Soii 


rinlé^rale  de  la  dillércnlielle  V  lLc  —  Q  <^v,  prise  enlre  deii  ' 
points  fixes  le  lonj;  d'un  c«^rtain  coîilour;  supposons  que  Tof 
fasse  varier  infiuiiiienl  peu  le  contour  d'intégration  san- 
cliaiii^er  les  extrémités,  c  est-à-dire  les  limites  t^  cl  /,  oi 
|)eut  toujours  supposer,  comme  on  l'a  déjà  expliqué,  qut 
le  clian^emcnl  de  forme  produit  dans  \<\  contour  d'intéi;ra- 
lion,  et  qui  ])rovicnt  du  clian<;em(înt  de  forme  des  fouet  ions. r 

Cj  Celui  (I.nis  Irijiicl  on  cfunplc  Ics  angles  positifs  en  Trij;onoinélric. 
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«ly  de  /,  vient  de  ce  que  l'on  a  fait  varier  infiniment  peu  un 
paramètre  a  contenu  dans  x  et  dans  j^,  paramètre  indépendant 
de  (;  la  variation  subie  par  u^  et  que  nous  appellerons  o//,  est 
alors  la  différentielle  de  u  relative  à  ce  paramètre,  et  l'on  a 

OH=r    r  {IV  dx  -^IÇ^dy  -^Vl  dx      Qo  dy) 

ou,  en  intégrant  par  parties, 

ox  et  ov'  sont  nuls  aux  limites,  et  par  hypothèse        est 
^gal  à -y   :  donc  rtu  est  nul.  Seulement,  pour  que  cette  con- 


mais 


ÙX 


clusion  soit  juste,  il  faut  que  ni  P  ni  Q  ni  leurs  dérivées  ne 
deviennent  infinies  ou  mal  déterminées  sous  le  signe  /, 
<^esl-à-(lire  dans  le  voisinage  du  contour  d'intégration. 

•i'/ étant  nul,  u  reste  constant;  mais  il  ne  reste  constant 
*|ue  si  le  contour  d'intégration,  en  se  déformant,  ne  passe 
jamais  par  un  point  (x,  ))  nMidant  infinies  ou  mal  détermi- 
"^'^s  les  fonctions  P,  Q  ou  leurs  dérivées.  Donc  : 

L^inté<^rale  dUine  différentielle  exacte  Pr/j? -f- Q</)- 
9^^^^  entre  des  limites  données^  le  lon^  de  deux  chemins 
'différents,  prend  des  valeurs  éi^ales,  pourvu  que  Von 
piiisse  en  déformant  le  premier  chemin  le  faire  coïncider 
^^ec  le  second  sans  lui  faire  franchir  de  points  pour 
'^squels  P,  (^  ou  leurs  dérii'ées  cesseraient  d'être  finies  et 
^'^1  déterminées. 

Par  exemple,  deux  chemins  formant  un  contour  fermé, 
«imitant  une  aire   non   trouée,   à   Tintéricur  de  laquelle  les 
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fondions  P  et  Q  ou  leurs  dérivées  ne  deviennent  ni  ii 
ni  mal  délcrminées,  fournissent  la  même  valeur  de 
grale  u  de  Vdx  -r-  Qrfv. 

On  déduit  de  là  un  théorème  important  de  Cauch\ ,  qi 
de  base  à  la  théorie  générale  des  fonctions  :  supposoi 
y(c)=X-!-Yy^ — I  soit  une  fonction  de  z  =  x^-y 
a^ant  une  dérivée  unique;  alors  on  a,   comme   on 
(t.  I,  p.  185"), 

et  les  expressions 

ds?  =  \dy-  \dx,        du  =  Xdx  —  \dy 

sont  des  différentielles  exactes;  il  en  est  de  même  de 

du  -h  ds^  /^  =  {\dy  -r-  \dx)  ^ZTi^i^Xdx  —  \ dy  » 

---  (\  -^  Y  y/-^'x){dx  -  dy  v/-"T;, 

c'est-à-dire  de  /(z)dz.  Ainsi  /(z)dz  est  une  différer 
exacte;  donc  : 

Théorème  de  C.vuchy.  —  L^ intégrale  de  la  différcn 
f{z)dz  prise  entre  deux  points  Jixes  y  le  long  de  deux 
tours  quelconques  passant  par  ces  points,  a  la  mêni 
leur,  pour\'u  que  Von  puisse  passer  d' un  contour  à  l\ 
en  le  déformant  d^une  manière  continue,  sans  lui ^ 
franchir  de  point  pour  lequel  /{z)  ou  f'{z)  cesser 
d^étre  bien  déterminées  ou  finies. 

Nous  ferons  encore  une  remarque,  avant  d'abandoiin 
sujet  :  ou  sait  qu'un  j;rand  nombre  de  fondions  de  vari 

imaginaires  X-|-Yy  —  i    de  x-\-y\  —  i    ont  une   dt 
unique.  Chacune  de  ces  fondions  fournil  alors  deu\ 
rentielles  exactes  Xrfx  —  ^ dy  et  X^/r  -•-  \  dx. 

Prenons,  par  exemple,  la  fonction  loge  ^^^  log^.r   ry\ 

elle  est  éi;ale  à 

y     .    -  - 

\o'^^ X- -- y-      arclang*-  v — '• 

•X. 
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^^s  expressions 

logv^j"^H-^*rfvr  —  arc  lang—  dy  —  du, 
logv/^-T-^'dfj/'-l- arc  tang—  dx  =  dv 

sont  donc  des  différentielles  exactes,  ce  que  l'on  peut  véri- 
fier directement.  Log^  est  la  dérivée  de  z\o^z  —  z  ou  de 

JT  -^y\ —  i)  (log \fx^  -^y'^-f-  arc  tang  —  y/ —  i  —  i  j  ou  de 

y K 

x\o^^X'-^y^  — ^arc  tang^^^ x 

-h  v^ —  I  (  y  log /x*  -J(- y^-^  X  arc  tang—  — y  \  % 


«jui  est  u-\'V  \-  —  I  ;  on  a  donc 
4fi  ^logy/ji-^^j — ^  arc  tang  ~  —  ^)—  \o^^x^-^y^dx  —  arc  lang ^  dy, 
»\/ïogV^jr«-f-^'*H-j:arctang—  —y)  =  \og\/x^ -{- y*  dy -h  Sivciding—  dx  y 

^  X  J  X 

ce  qu'il  est  facile  de  vérifier. 

^I-  —  Interprétation  géométriqne  des  conditions  d'intégrabilité. 

Pour  que  l'expression 
*'>  Vdx^Ç^dy  -\-\\dz 

^Oïtune  différentielle  exacte,  il  faut  que  l'on  ait 

ôy  ""  ùx  Oz  ~~  Oy  dx  ~~  ôz 

^^)  si  nous  regardons  dx^  dy^  dz  comme  les  composantes 
^^  déplacement  d'un  point,  Prfx -j- Qrfj' -f- Rrf^  sera  pro- 
portionnel au  cosinus  de  l'angle  des  directions  P,  Q,  R  etrfjr, 
^y\  dz^  de  sorte  que,  si 

^^)  Pdx-^qdy^Rdz  =  o, 
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ces  deu\  directions  seront  rectangulaires.  Soit 

m  T.  y.  z) 

Tinlégrale  de  Pc^-r  —  Qdr  —  Kciz  :  si  Ton  égale  la  fon 
à  une  constante,  on  obtiendra  une  famille  de  surfac 
pourra  aussi  être  représentée  par  (3),  et  alors  ces  si 
seront  normales  aux  directions  P,  Q,  R. 

Les  équations  ^!>)  expriment  donc  qu'il  existe  une  < 
normale,  ou  plutôt  une  famille  de  surfaces  normal< 
directions  P,  Q,  R  menées  par  les  points  x^v,  z. 

Il  n'existe  pas  toujours  une  surface  normale  à  un  fa 
de  droites,  telles  qu'il  en  passe  une  par  chaque  po 
Tespace;  cherchons  la  condition  pour  qu'il  en  soit  ainsi.: 

(4)  x  =  jro-^ap,         r  =  Vo— ^?.         z  =  Zo-^cp 

les  équations  d'un  faisceau  de  droites;  on  peut  suppos» 
les  points  Xqs  Voy  ^o  soient  situés  sur  une  surface,  cl  ( 
points  alors  émaneront  les  droites  du  faisceau  ;  a,  b.  a 
leurs  cosinus  directeurs  et  p  sera  la  distance  du  point  i^-r 
au  point  (xo,^Vo,  ^o). 

S'il  existe  une  surface  normale  au  faisceau,  on  au 
supposant  que  (x^v,  z'»  soit  un  point  de  la  surface, 

(  ">  )  a  dx  -^  bdv  -^  cdz      o. 

Or  de  ( i)  ou  lire 

dx  —  dx^       ad':,       o  da , 

dv  ~-  dvo"-  bdz  -    zdh, 

v  »  *•  II" 

dz  —  dz^  -  r-  c  dz  -T-  pdc\ 
portant  ces  valeurs  dans  (;">),  on  a 
(  G  )  a  dx^i  -h  b  d}\  --  c  dzo  H-  dp  —  o  ; 

en  observant  que 

a- -h  />2_|_  C'  —  i  v.[  que  a  da  -i-  bdb  -•-  cdr  -   o 

de  (G)  on  déduit 

( 7  )  —  dp  =  a  dx^  -\-  b  r/jo  -r-  c dz^, 
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>ur  déterminer  p  ;  mais  (tx^j  dy^^  dz^  étant  arbitraires,  pour 
ne  la  fonction  p  existe,  il  faut  que  le  second  membre  de 
expression  précédente  soit  une  différentielle  exacte;  donc  il 
lut  que 

da  __  àb  ^^  _   ^^  ^^  _  ^^ 

il  ces  formules  sont  identiques,  l'équation  (^)  fera  connaître 
}  elles  équations  (4)  détermineront  les  x^ y  el  z  d'un  point 
^\uelconque  de  la  surface,  qui  contiendra  dans  son  équation 
une  constante  arbitraire. 


M.  —  Conditions  ponr  qn'nne  expression  soit  nne  dérivée. 
Supposons  que  l'on  donne  une  expression  de  la  forme 

/désignant  une  fonction  de  x  et  ;'',  y^  . . .  ses  dérivées;  on 
peut  se  demander  si  l'expression  précédente  peut  être  la  dé- 
nvée  d'une  autre  expression,  telle  que 

'Reforme  donnée,  quel  que  soit^'.  Je  m'explique  : 

yy  est  la  dérivée  de  y'^^  quelle  que  soit  la  fonction  y  : 
.^  S  par  exemple,  est  bien  la  dérivée  d'une  fonction  dej", 
'^3is  celte  fonction  dépend  de  la  forme  dey  et  il  n'existe  pas 
^^  fonction  de  jt  et  jk  qui?  différentiée,  donne  y'-^,  quel  que 
^^^^  )\  la  dérivée  de  à{x,  y)  ne  pouvant  contenir  y'  au 
second  degré. 

Si  la  fonction  F  est  la  dérivée  d'une  fonction  f  de  forme 
^Oûnée,  on  devra  avoir 


/       F(x,y,y\..:)d.r  =  l    f{Jr,y,^\. 


^'^  ^i  Ton  se  donne  y^  y\  j'\  ...  pour  x  z=  XqcIx  =  Xi^  l'in- 
%'ï'alc  qui  figure  dans  cette  formule  devra  rester  la  même, 
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quelle  que  soit  d'ailleurs  la  forme  de  la  fonction  y;  faisc 
donc  varier  la  fonction^,  et  cela,  comme  plus  haut  (p.  20- 
en  imaginant  que  cette  fonction  contienne  des  paramètr 
variables  a,  a',  ....  En  convenant  de  représenter  par  un  SI 
différentielles  totales  prises  par  rapport  à  a,  a',  .  . .  et  laissai 
X  constant,  on  aura 

et,  en  posant 

àF  _  ^^  _  Y         ^^  ^  \' 

il  viendra 


8  f  'Fdx=  f  '(YSx^Y'o/-.-Y''5y-f-...)fltr. 
Or  on  a 


la  formule  précédente  devient  alors,  en  observant  que  '^ 
8y ,  .  .  .  sont  nuls  pour  j:  =  jto  ^t  ^  =  x^ , 


X""'-X"--h-£-S.'-] 


Or  5  /      Fdx  doi  têlre  nui  :  donc  le  coefficient  de  oy  sou^ 

signe   /  doit  être  nul,  sans  quoi,  o^  étant  arbitraire,  on  po  " 

rait  le  choisir  de  même  signe  que  son  coefficient  et  Tinlé^r  - 
du  second  membre  serait  essentiellement  positive.  La  con^ 
tien  cherchée  est  donc 
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que  l'on  peut  encore  écrire 

cette  formule  doit  être  une  idenlité,  c'est-à-dire  avoir  lieu 

lel  que  soit  j^  et,  par  suite,  quels  que  soientj^',  j>^,y'',  . . . 

mr  toute  valeur  donnée  de  a:. 

Réciproquement,  lorsque  l'équation  (i)  est  satisfaite,  il 
iexiste  une  fonction  y (x,  y^  y\  ...)  ayant  pour  dérivée 
[^(jr,  y,  y .  •  •  •)'  quelle  que  soit  la  forme  de  y.  En  effet, 
Texpression 


L 


¥  dx 


ne  dépendant  absolument  que  des  valeurs  r,  y ,  y\  . .  .  pour 
x  =  J^i  et  j:  =  Xo,  sa  dérivée  relative  à  or  I  seraF()',,  )',  ,r, ,  . . .) 
en  appelant  ^1,)',,  .  .  .  les  valeurs  de  r,  i*',  .  . .  pourj:  =  a:|. 
Cela  revient  bien  à  dire  que  la  dérivée  de  l'intégrale  est  F, 
quelle  que  soit  la  forme  de  y. 

Sans  qu'il  soit  nécessaire  de  faire  de  nouveaux  calculs,  on 
voit  que,  y,  z,  ...  désignant  des  fonctions  de  x,  )*',  y"j  . . . 
et  z\  z^.  ...  leurs  dérivées,  la  condition  nécessaire  et  suffi- 
sante pour  que  F(j^,  r,  z,  . . .,  y\  z\  .  .  .,.r",  z",  . . .)  soit 
la  dérivée  d'tfneexpressiony(  a:,  )',>'',  . .  . ,  v,  3',  .  .  .),  quelles 
que  soient  les  formes  de  ^,  r,  .  . . ,  est  que  l'on  ait 

dY       d^\'  _  7      ^      ^*Z' 

cLjt         ax*  ax         ax^ 

formules  dans  lesquelles  on  a  posé 

d¥  d¥ 


IX.  —  Intégration. 

On  déduit  du  calcul  des  variations  une  méthode  fort  simple 
pour  la  recherche  de  la  fonction  qui  a  pour  dérivée 
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quand  on  a  reconnu  que  celle  fonclion  exisle;  nous  Te: 
serons  plus  loin.  En  allendant,  nous  ferons  connaître  < 
aulres  mélhodes  :  l'une,  due  à  M.  Bertrand  (XXVIIl'Ca 
du  Journal  de  V École  Polytechnique)^  permel  de  re< 
naître  si  une  fonclion  est  intégrable;  nous  allons  Texp 
tout  d'abord. 

Soit  à  intégrer  Texpression  déjà  considérée 

•    F(r,  ^',  y yn)', 

soit 

son  intégrale.  Si  elle  exisle,  on  devra  avoir 

.       àf       àf     ,  df 

Celle  formule  montre  que  F  doil  contenir^'"  au  pre 
degré;  si  cette  condition  n'est  pas  remplie,  F  n'est  pas 
rable,   quel  que  soit  y.   Supposons   donc  F  de   la  f 
P  -h  Q.V",  P  et  (^  ne  contenant  pas  y'^\  alors 

O  —  — •'— 


ri 


/-  fcidyn-^..    V., 


Il  désignant  une  fonction  de  .r,  \\  ^\  .  .  .,  i'"~-.  Soil 

/  (;;  dyn    i  rr.  f^^ix,  y,  y' V«-»  ), 

alors  on  a 

/_-  '^(.r,  y,  . .    )       K 


et,  en  différentiant, 


*    -    1-/I  _: 


Supprimant  les  termes  en^"  qui  se  détruisent,  il  vi( 

zr-    I  *  ^      -         -    >     ■ '    -     )  •"  -  > 

c/.r  Ox        (fy^         '"        oy--^-         ' 
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l'on  est  ramené  à  Fintégralion  d'une  fonction  -j-  qui  ne 

itient  plus  la  dérivée  d'ordre  n;  elle  devra  être   linéaire 
^"•,  sinon  F  n'est  pas  intégrable,  quel  que  soit  y,  et 
linsi  de  suite. 
Soit,  par  exemple,  à  intégrer 

on  a 

p  =  ^yî,      Q  =  ^  -h  2  j-y , 
/=  f(y-^^^y')dy-^  r, 

f  =  yy' -h  jcy'i -{- h. 
Différentiant  et  comparant  avec  l'expression  proposée,  on  a 

y  (y  -4-  2  j-y)  -+-2y« = yy-^y^  -^-y*  -+-  2aryy-+-  ^ , 

=  o,         d  ou         R  =  const. 

et,  par  suite, 

f  =z  yy'-^  xy'^  -f-  const. 

est  l'intégrale  demandée,  comme  on  peut  le  vérifier. 

Voici  une  autre  méthode  qui  suppose  que  l'on  s'est  préala- 
blement assuré  que  l'expression  à  intégrer  est  une  dérivée, 
quel  que  soit^. 

Dans  l'expression  F[x^y^y,  . .  .jjK^"^]  on  remplace  y  par 
une  fonction  quelconque  de  x  contenant  n  paramètres  ai, 
cTj,  . .  . ,  a/,;  on  intègre  alors  F  par  rapport  à  ^  en  laissant 
'z,,  a2y  •  •  •  constants;  des  équations 

:>n  tire  a^ ,  ^27  •  •  •  )  ^/i  en  fonction  de  or,  y,  y,  . . .  ,jk"  *>  ^^ 
porte  les  valeurs  dans  le  résultat  de  l'intégration  et  Ton  a 
iinsi  la  fonction  dont  F  est  la  dérivée.  En  effet,  cette  fonc- 
tion  ne  peut  dépendre  que  des  valeurs  de  jk>  J^>  ^'>   •  •  • 
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pour^  =  aro  et  ar  =  ari;  si  donc  les  paramètres  a^  rij,  ... 
sont  assez  nombreux  pour  que  Ton  puisse  assigner  à  r^ 
y\  ...,^'''~*  des  valeurs  déterminées  pour  j:  =  jru  l'inté- 
grale trouvée  sera  Tintégrale  de  F,  quels  que  soient  Oi^a^^ ..., 
c'est-à-dire  quels  que  soient  Vi^  y\ ,  . . . ,  ou  quels  que  soient 
y,  )'',  ....  Si,  par  exemple,  on  veut  intégrer  la  fonction 
F  =y(y  -h'^^y)-^  2y^j  on  (erai  yr=ax^-\- b;  on  aura 
alors  F  =  iSa^x^  -{-  Aab,  dont  l'intégrale  est 

—  —  a*  "-  ^abx  ■+■  oonst.  ; 

si  l'on  lire  a  ci  b  de  y  =  ax^  -h  b,  y  =  2ax  pour  les  porter 
dans  celte  expression,  on  trouve  r^'  -h  ^^*  4-  const. 


X.  —  Condition  pour  qn*ane  fonction  soit  ona 
d'ordre  snpérienr  an  premier. 

11  est  facile  de  trouver  la  condition  pour  qu'une  expression 
de  la  forme  F(.r,  i',  )',  •  . .)  soit  une  dérivée  seconde,  troi- 
sième, etc.,  quel  que  soit  v. 

Par  exemple,  cherchons  la  condition  pour  que  F  soit  une 
dérivée  seconde,  on  a 

(  I  )  f  fv  (Lr^  -^  .r  fv  dx—  Cx¥  dx\ 

or  il  faut  que  F  soil  une  dérivée,  ce  qui  exige  d'abord  que 

^      d\'       d^  Y' 

(•>.  )  Y -~  -j  ^   -',..  — o. 

d.r  dx- 

Cetle  condition  étant  satisfaite,  il  faut  que,  en  vertu  de 
(i),    /  xVdx  soil  une  dérivée;  donc 


-        {XV  )—     .      -    -  ixV  )-r-.  .  .=■<) 

Oy  dx  ifj- 


ou,  si  Ton  veut, 


x\ ,-  X  1  -h . . .  =  o, 

dx 
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enfin,  en  tenant  compte  de  (ss), 

M.  "     ^  j  I         •     •     •     ■      ■     ^^» 

or 

Les  conditions  pour  que  F  soit  une  dérivée  troisième  s'ob- 
idront  en  observant  que 

f  f  f^^  dx^  =  x^  Çy  dx—nx  fxF  dx  -t-  fx^F  dx, 

en  écrivant  que  F,  xF  et  JC^F  sont  des  dérivées,  et  ainsi 
suite. 


EXERCICES  ET  NOTES. 

I.  Constater  que 

e-'[(xcos^  — jrsïnjr)dx  —  {y  cosy  -^  x  sinjr)dy] 

one  diCférentielle  exacte  et  trouver  la  fonction  dont  cette  ex  pres- 
to est  la  difTcrentiellc. 

( .ar*  -4-  r *  ) dx  -f-  xy  dy 
x^  -T-  jrx^  -^-  y'^x 

une  différeotielle  exacte;  trouver  de  quelle  fonction. 

{x  —  y)^dx-i-(x — y)*dy 
x^-r-  ^x^y  — y^x-i-y^ 

une  différentielle  exacte;  trouver  de  quelle  fonction. 


4.  L'expression 


dy(x  -^x^)  —  dx(y  -+-  3x^y) 


îvient  une  différentielle  exacte  quand  on  la  multiplie  par  une  cer- 
lioe  fonction  de  x;  trouver  cette  fonction. 

''^'  y^  J/7- 

la  dérivée  d'une  fonction  dont  on  demande  l'expression  algé- 
kique. 


ti.  Étant  donnée  une  famille  de  courbes 

r<-a:,  ^,  -,  «,  ^)  =  o,        ^{^yyy  -,  a,b)  =  Oy 
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trouver  la  condition  pour  qu'il  existe  une  surface  normale  à  ce 
ccau  de  courbes. 

7.  Les  expressions  suivantes  sont  des  diiTércntielles  exacte 
demande  de  les  intégrer  : 

i2[(-5*-  Ty)dr  -^(x» — yz)dy-r-(Y^  —  xz)dzY 
^[{y^  —  Jrz)djc  -■  {  z^  —  xy)dy  -r-  (x*  —vz)dz  |, 

U  désignant  la  quantité  définie  par  Téquation 

il  ~  -^^  "^  -y^  ■'"  ^'  "  3  J-^-;:. 

8.  La  fonction  entière  y(:r-- /k -i   *'-)  étant  divisée  par  i 
donne  un  reste  de  la  forme 

démontrer  que 

X  dx '^  \  dz  -{- 'L  dj'j 
Xdz  ~r-\  dy  -4-  Z  dxy 
X  dy  -:-  Y  dx  -r  Z  dz 

sont  des  difTérentielles  exactes  de  fonctions  P,  Q,  U.  Les  sur 
I*  r-  const.,  Q  =  const.,  U  =  const.  se  coupent  deux  à  deux  au  n 
point  sous  le  même  angle. 

1).  Le  lecteur  pourra  considérablement  «'lendrc  le  domaine 
iliéoric  de  riiyperespace;  il  pourra,  par  exemple,  faire   une  th 
des  conlacls  cl  de  la  courbure  pour  les  variétés  de  loules  les  di 
sious. 
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CHAPITRE  VI. 

rÉGRALES  DÉFINIES  PRISES  ENTRE  DES  LIMITES  IMAGINAIRES 

ET  RÉSIDUS  DE  CAUCHY. 


I.  —   Fonctions  monogènes. 


Nous  avons  appelé  fonction  de  x  -f-^K  \  —  i  toute  expres- 

on  de  la  forme  X  -h  Y  y/  —  i ,  dans  laquelle  X  et  Y  désignent 
îs  fonctions  réelles  de  ;r  et  de^  (t.  I,  |).  ());  nous  avons  vu 

ne  toutes  les  fonctions  de  x -\- y  \^ — i  n'ont  pas  une  dé- 

Tée  bien  déterminée.  En  effet,  la  dérivée  de  X  -i-  Y  y  —  i 
%  la  valeur  du  rapport 

HjT  -r-  itv  \  —  I  dx  -r-  (Iv  )/ l 

■i  dépend  en  général  de  la  valeur  arbitraire  de  -*->  et,  pour 
ne  cette  dérivée  en  soit  indépendante,  il  faut  et  il  suffit  que 

Ojr        "^  dx         ^^i\Oy  dy 

luation  qui  revient  aux  deux  suivantes  que  nous  avons  déjà 
i>uvées  (t.  I,  p.  186) 

Ox         ôy  ôy  Ox 

orsque  ces  conditions  (i)  sont  identiquement  satisfaites,  on 

Il  avec  Cauchy  que  la  fonction  X  -f-  Y  y/ —  i  est  monogène. 
Connnie  Ton  ne  considère  guère  que  des  fonctions  mono- 
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gènes,  on  sous-entend  le  plus  souvent  cette  épithète;  dans 
ce  qui  va  suivre,  nous  ne  considérerons  jamais  que  des  fonc- 
tions monogènes. 

Rappelons  que  les  équations  (i)  expriment  que 

\dx  —  \dy    et    \dy-^\dx 
sont  des  différentiel  les  exactes;  il  en  résulte  que 

\dx -~\ dy  -~  s/^(\dy  -^  \ dx) 
ou 

(X  -+-  Y  )/^){dx  H-  dy  /-^\  ) 

est  aussi  une  différentielle  exacte,  et  de  là  découle  un  théo- 
rème important  de  Gauchy  démontré  plus  haut  et  dont  nous 
ferons  une  application  continuelle  dans  ce  Chapitre,  après  en 
avoir  donné  une  nouvelle  démonstration. 

Pour  comprendre  les  théories  que  nous  allons  exposer,  il 
est  nécessaire  de  bien  se  pénétrer  des  notions  exposées  dans 
les  premiers  paragraphes  du  Chapitre  VIII  (t.  I)  et  aux 
pages  6,  7  et  8  de  l'Introduction  que  nous  n'avons  fait  que 
résumer  dans  les  lignes  que  l'on  vient  de  lire. 

II.  —  Fonctions  monodromes. 

Une  fonction  est  dite  monodrome,  à  l'intérieur  d'une 
aire  C,  lorsque,  sa  variable  cheminant  d'une  manière  quel- 
conque à  rintérieur  de  celle  aire,  la  fonction  reprend  con- 
stamment les  mêmes  valeurs  aux  mêmes  points. 

Une  fonction  à  la  fois  monodrome,  monogène,  finie  et 
continue  à  l'intérieur  d'une  aire  C,  est  dite  synectique  (*)  à 
l'intérieur  de  celle  aire  (Cauchy). 

Une  fonction  bien  définie,  c'est-à-dire  qui  n'a  jamais 
qu'une  seule  valeur  pour  une  même  valeur  de  sa  variable, 
telle   qu^in  polynôme  entier,  est  évidemment  monodrom€ 


('  )  Oïl  dit  quelquefois  holomorphe  au  lieu  de  synectique.  Nous  ne  voyons 
pas  pourquoi  Ton  chaiigerail  les  dénominations  de  Cauchy. 
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lans  toute  Télendue  du  plan;  mais,  pour  mieux  faire  saisir 
e  sens  que  nous  attachons  au  mot  monodrome,  nous  allons 
lonuer  quelques  exemples  de  fonctions  simples  non  mono- 
IroiTies. 

III.  —  Exemples  des  fonctions  non  monodromes. 

Considérons,  par  exemple,  la  fonction  log3  ou,  en  posant 
z.-x-\-y  V —  i  =:  re^y/'*^  la  fonction 

log^  =  \o^r  -1-  0  y—  I. 

Klle  n'est  pas  monodrome  à  l'intérieur  d'un  cercle,  décrit  de 
Torigine  comme   centre;  cl,  en  effet,  faisons  parcourir  au 

point  x-\-y^' — i  =  re^v^-i  yne  circonférence  de  rayon  r, 

on  aura  toujours  \ogz  ^=  logr  4-  0  \  -  i  ;  logr  restera  con- 
stant, mais  0  ira  toujours  en  croissant  si,  par  exemple,  le 
point;;  décrit  le  cercle  dans  le  sens  où  Ton  compte  les  angles 
en  Trigonométrie;  quand  le  point  z  aura  décrit  la  circonfé- 
rence tout  entière,  6  aura  cril  de  27:,  et,  le  point  z  revenu  au 

point  de  départ,  logz  aura  crû  de  2 -y/ —  i  :  \ogz  ne  reprendra 
donc  pas  toujours  aux  mêmes  points  la  mimic  valeur;  log:; 
n'est  pas  monodrome  à  l'intérieur  d'un  contour  fermé  conte- 
nant l'origine. 

^■1r/(nmcnt  de  z  —  a.  —  Considérons  rargument  de  la  fonc- 
tion linéaire  z  —  a.  a  désignant  une  constante,  comme  une 
fonction  de  z,  et  proposons-nous  de  déterminer  les  régions 
du  plan  dans  lesquelles  elle  est  monodrome,  et  dans  lesquelles 

elle  ne  l'est  pas.  Marquons  les  points  ^ret;;;  la  droite  az  repré- 
sentera l'imaginaire  z  —  a,  sa  longueur  (t.  I,  p.  -j)  sera  \v 
module  àe.  z  —  a,  l'angle  qu'elle  fait  avec  Taxe  Ox  sera  l'ar- 
gument de  z--a.  Le  module  de  z  —  a,  considéré  comme 
fonction  de  z  —  a,  reprend  donc  toujours  la  même  valeur 
quand  ;:  occupe  le  même  point  du  plan,  puisqu'il  est  bien 
défini  quand  on  se  donne  a  et  z.  L'argument  de  :;  —  a,  au 
contraire,  n'est  pas  bien  défini,  quand  on  se  donne  simple- 
L.  —  Traité  (V Analyse,  III.  i5 


/ 


326  GHÂPITRB    TI. 

ment  le  point  z  et  le  point  a;  il  n'est  déGni  qu'à  un  multiple 
de  2  7:  près. 

1*»  Supposons  d'abord  {/ig-  i3)  que  le  point  z  décrive  le 

Kig.  i3. 


yi 


contour  d'une  aire  MM'N,  ne  contenant  pas  dans  son  inté- 
rieur le  point  a  ou  même  une  courbe  quelconque  contenae 
dans  cette  aire,  l'angle  que  fait  az  avec  ox  va  aller  d'abord» 
soit  en  croissant,  soit  en  décroissant;  il  pourra  subir  plu- 
sieurs alternatives  de  croissance  et  de  décroissance  (dont 
Taniplitude  pourra  même  dépasser  tnz);  mais,  en  définitive, 
quand  le  point  z  reviendra  au  point  de  départ,  l'angle  que  az 
fait  avec  ox  ou  l'argument  de  z  —  a  aura  repris  sa  valeur  pri- 
mitive; les  lignes  aM  claM'  déterminent  ses  valeurs  maxima 
et  niiiiima. 

'i°  Supposons,  au  contraire  {Jiff*  li),  que  le  point  r  dé- 


Fi^'.  i',. 


.7 


B 


'\ 


J- 


'/ 


/ 


o 


(*rive  un  contour  fermé  ABC,  contenant  dans  son  intérieur  le 
point  a,  il  est  bien  clair  que,  si  le  point  z  cbemine  toujours 
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[ans  le  même  sens,  la  droite  az  aura  décrit  un  angle  égal 
i  211  quand  le  point  >3sera  revenu  au  point  de  départ.  L'argu- 
nent  de  z  —  a  aura  varié  de  27c. 

De  cette  discussion  on  peut  conclure  que,  si  le  point  z 
lécrit  une  ligne  quelconque  à  l'intérieur  d'un  contour  fermé 
le  contenant  pas  le  point  a,  l'argument  de  z  —  a  reprendra 
oujours  aux  mêmes  points  la  même  valeur;  il  n'en  sera  pas 
le  même  si  le  point  a  est  contenu  dans  un  contour  fermé; 
m  d'autres  termes  : 

L'argument  de  z  —  a  variant  d'une  manière  continue 
^t  nionodrome  à  l' intérieur  des  aires  ne  contenant  pas 
fe  point  a\  il  n'est  pas  monodrome  à  l'intérieur  des  aires 
contenant  ce  point,  et  croît  en  général  de  i±:  27:  quand  le 
ooinl  z  effectue  une  révolution  autour  du  point  a,  dans  le 
%ens  positif  ou  dans  le  sens  négatif,  (Nous  prenons  pour 
sens  positif  celui  dans  lequel  croissent  les  angles  en  Trigono- 
métrie ;  quand  un  point  décrit  un  contour  fermé,  le  sens  po- 
sitif est  celui  dans  lequel  l'observateur,  suivant  le  mouvement 
da  point,  aurait  l'aire  limitée  par  le  contour  à  sa  gauche.) 


Étude  de  la  fonction  yj{z  —  a){z  —  b)  ...  (-3  —  /).  — 
Cette  fonction  n'étant  définie  qu'au  signe  près,  il  y  a  Heu 
d'examiner  si  elle  est  monodrome;  nous  supposerons  a, 
h /  constants. 

Nous  avons 

ipar  conséquent,  comme,  dans  le  second  membre,  les  radicaux 
;doivent  être  pris  avec  le  signe  H-,  le  module  de  notre  fonc- 
tion reprend  toujours  aux  mêmes  points  z  la  même  valeur. 
On  a  aussi 


(11    arg  v\^  —  a)i^z  —  6j . . .  =^  \  arg(5  —  a;  -r-  }  arg(;:  —  b)-^...\ 

supposons  que  le  point  z  reste  compris  à  l'intérieur  d'une 
ire  C.  Si  ce  contour  ne  contient  aucun  des  points  «,  6,  r,  . . . , 
un  des  arguments -j-arg(5  —  a),  ^arg(:;  —  />),    ...,  rc- 
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prendra  aux  mômes  points  la  môme  valeur;  donc  la  fonc 
consulérée  est  monodrome  à  l'intérieur  de  l'aire  C,  p 
cpi'ellc  possède  à  l'intérieur  de  celle  aire,  au  même  p< 
toujours  le  même  module  et  le  même  argument,  c'est-à- 
la  même  valeur. 

Si  Taire  (^  contient  un  des  points  a,  b,  c.  ...  seuleni 
le  point  a  par  exemple,  et  si  le  point  z  décrit  une  révolu! 
autour  de  ce  poini,  rargumcnl  de  z  -a  croît  de  rz  !<r, 
en  vertu  de  (i),  Targument  de  la  fonction  croît  de  ri  -siiiv 
que  le  point  z  a  marché  dans  le  sens  direct  ou  indirecf 
fonction  revient  au  point  de  départ  avec  un  signe  oppos 
celui  ([u'elle  avait  primitivement.  Donc  : 

La  fonction  n'est  pas  monodrome  à  l'intérieur  des  ait 
contenant  l'un  des  points  a,  h,  c 

Si  Taire  C  contenait  plusieurs  points  a^  b^  c.  .  .  .  il  « 
clair  que  la  fonction  ne  serait  pas  monodrome  à  Tintéricur 
celle  aire  el  (|iie.  d'une  manière  générale,  si  le  point  wdéci 
un  contour  fermé  contenant  dans  son  intérieur  n  des  poin 

a,  h,  c Tar^niment  (1(*  la  fonriion  croît  après  une  rcv 

lulion  (lu  point  :;  d<'  la  (juanlilé  .  //Tret,  par  conséquent, 
fonction  nvicnl  au  point  «le  (h'part  avec  sa  valeur  priiniti 
n)iillipli(''(^  [)ai*  (        i)". 

On  étudierait  d  une  façon  analo;;ue  la  fonction 

cl  Ton  verrait  ([uc,  (piand  l(*  point  :;  décrit  un  contour  feri 
contenant  le  point  a  ])ar  e\enq)le,  la  fonction  se  trouve  iin 


rr,K'    I 


ti])Iiée  on  divisée  |»ar  r     *'     .... 

IV.    -  Application  des  considérations  précédentes  à  la  foncti 

logarithmique. 

Bien  <[ue  la  théorie  i;<'n<'rah»  des  fonctions  non  monodr<^^^ 
doive  être  faite  plus  loin,  nous  étudierons  encore  la  foncH 
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>g(rt  -T-  z),  laquelle  est  égale  à 

log  niod(a  -^  z)  —  v^— iarj;{a-4-5). 
Marquons  les  points  —  a  et  :;  dans  le  plan  ;  la  droite  —  az 


1?.  I  >. 


u 


représentera  l'imaginaire  a  —  ^  cl,  en  appelant  r  sa  longueur, 
H  Tangle  qu'elle  fait  avec  Tangle  des  x,  on  aura 

\oQ(a  -^  z)    -logr  — Ov — i. 

Imaginons  alors  que  le  point  z  décrive  un  contour  fermé  ne 
coDlenant  pas  le  point  -  — «,  tel  que  celui  qui  est  tracé  sur  la 
fig.  i5,  Tangle  0  variera  ainsi  que  /*;  mais,  quand  z  re- 
viendra au  point  de  départ,  r  ci  h  reprendront  leurs  valeurs 
primitives;  log(a  -^  ;;)  est  donc  monodromc  à  rinléricur  de 
ce  contour,  car  on  pourrait  dire  la  même  chose  de  tout  con- 
tour fermé  intérieur  à  celui-ci. 

Si,  au  contraire,  le  point  z  tourne  autour  de  —  «,  par 
exemple  décrit  un  cercle  autour  de  —  a,  l'argument  H  varie 
de  an  ou  de  —  27:  suivant  le  sens  dans  lequel  ;;  tourne,  et, 
le  point  z  revenant  au  point  de  départ,  log(a  -i-  z)  a  crîi  ou 

décru  de  2 -y  —  i.  Ainsi  /a  fonction  log(«  -h  z)  est  mono- 
drome  à  l'intérieur  de  toute  aire  ne  contenant  pas  le 
point  —  a,  et,  si  le  point  z  décrit  un  contour  fermé  conte- 
^(int  le  point    —  a,    la  fonction   augmente  ou  diminue 

de2Zy —  I  quand  le  point  z  radient  au  point  de  départ, 
^près  aK'oir  tourné  dans  le  sens  direct  ou  rétrograde. 
Ce  résultat  est  à  retenir;  nous  en  ferons  bientôt  usage. 
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V.  —  Intégrales  des  fonctions  imaginaires. 

Intégrer  une  expression,  leWe  que  /{x^  y)dx  -^  F  {x,  y  y 
le  long  d'un  contour  donné,  entre  les  points  (^o»  J'o)  et  (X, 
c'est  calculer  l'intégrale 

(I) 


/     [/{^,7)^-^F(^,r)^7]' 


en  remplaçant  y  par  sa  valeur  en  fonction  de  x  tirée 
l'équation  du  contour.  Le  contour  peut  être  représenté  j 
deux  équations 

si  l'on  appelle  alors  to  et  T  les  valeurs  de  t  pour  x  --  i'o 
X  ^-  X,  l'intégrale  (i)  pourra  se  mettre  sous  la  forme 

T 

Si,  en  particulier,  on  considère  la  fonction 

l'expression  (x  -t-  Y  ^ —  \){dx  -H  dy  yj —  i)  pourra  être ini 
grée  le  long  d'un  contour  déterminé. 

Nous  appellerons  intégrale  de  f{z)dz  ou  de /(g)  prise 
long  d'un  contour  donné  l'inlégrale  de 

prise  le  long  de  ce  contour. 

Ainsi,  pour  avoir  l'intégrale  de  f{z)  entre  les  limites 
et  T  le  long  du  contour  qui  a  pour  équations 

on  formera  l'expression 

T 

f  /(?--^v/-~i)[?\o-/-T'y(/)]rf/. 


*-  «0 
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Pour  éclaircir  ces  notions,  nous  allons  traiter  quelques 

exemples  : 

I**  Intégrer  z^dz  le  long  d'une  droite  de  longueur  i, 
issu^  de  V origine  et  faisant  un  angle  de  45**  ci^^c  l'axe 
des  atr , 

an  a  _  _ 

z'^dz  =  i^x  -^-y  /—  \f{^dx  -+-  dy  / —  i). 

Les  équations  de  la  droite  sont 

a  ^  a 

^  désignant  la  distance  à  Torigine  du  point  (j:,  y)^  on  aura 

dx  —  dr^—        et        dy  =  dr^—y 

dono 

z^dz=  -r  (i-H /—  I )' </r /â ; 
4 

i  intégrale  cherchée  sera 


4  J«  la  ^       '^       ^ 


'^      Intégrer  le  long  d'une  ellipse  ayant  pour  équation 


x^        y* 
ai  -^  6Î  =  ' 


^f<> notion  \fzdz. 

■--^s  équations  de  l'ellipse  sont,  si  Ton  veut, 

a?  =  acoso,        y  —  h%\Vi^\ 
Q°  ^ura  donc 


v/irf-5  =  y«costp  -h  / —  \b  sin(p(6  coso  ^—  i  —  a%\xi^)d^\ 

1|^^od  le  point  z  ou  (x,  ^)  décrit  l'ellipse,  ^  varie  de  o  à  xr. 
nutégrale  cherchée  sera  donc 

r*«» -_- —    --  

V  acoso  H-  ^ —  \h  sino(6  cosç  ^J —  i  — a  sino)^®. 
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3"  Intégrons  encore  dz  le  long  d'un  cercle  de  rayon  R 
décrit  de  V origine  comme  centre. 

Les  équations  de  ce  cercle  sont,  en  appelant  0  Tangle  que 
fait  le  rayon  vecteur  du  point  décrivant  avec  Taxe  des  x, 

x  =  HcosO,        ^  =  Rsin6; 
on  a 

z  —  x  -^y\f—\  =  R(cosO  -f-  v/— "ï  sinO )  =  Rc^»^. 

^;:  =  Rv-~rc«»-i^. 

Quand  le  point  z  décrit  le  cercle,  6  varie  de  o  à  a::  par 
exemple;  il  faut  donc  intégrer  entre  ces  limites,  et  Tiotégrale 
cherchée  est 


C     R  v/-7  c'JV  -«  ^  =  R  s'~-  I    r     e^""'-^  d^  ---  o. 


4°  Supposons  enfin  que  Von  demande  l'intégrale  de 
f{z)dz  le  long  d'un  segment  de  l'axe  des  x,  dont  les 
extrémités  ont  pour  abscisses  Xq  et  X. 

Ici  ;;  -  -  X  et  x  varie  de  j"o  »  X  ;  on  a  donc  dz  =rz  dx  cl,  pa^ 
suite,  riiiU'gralo  clirrcln'c  est 


f  A^)djr, 

L'intégrale  j    /{z)dz  de  f(z)  prise  entre  les  limites  :ii 

-n 

et  Vj  le  long  d'un  contour  donné  est  la  limite  vers  laquelle' 
tend  V expression 

Zi^  3.J,  .  .  .,  z„_i  dési^mant  des  points  indrdnimcnt  rappro- 
chés sur  le  contour  et  silu(';s  les  uns  à  la  suite  des  autres;  o" 
s'en    assure    facilement   en  remplaçant  Zf^,   :;,,  Cj,    ...  par 

•^0   i- J'o  V  - -'?  -^N  --.ri  V     -"»  ^2  -^  Vii  V  —  '  ' 

Il  est  clair  que,  si  l'on  a 


TÊGRALES    DÉFINIES   ENTRE    LIMITES   IIIÀGINAIRES.     233 

?,   . .  .  désignant  des  constantes,  on  aura  encore,  en 
int  le  long  d'un  contour  donné, 

al      u  dz  -r-  b  I     V  dz  — . . .—    I    f{z  )dz, 

S  verrons  bientôt  qu'en   général   une  intégrale   telle 
z 
f{z)dz  est  une  fonction  de  sa  limite  supérieure  Z, 

tant  la  dérivée  bien  déterminée  y(Z). 

is  démontrerons  encore  un   théorème  qui   nous  sera 

lans  la  suite  : 

ioRÈME.  —  Si  Von  désigne  par  M  le  module  maximum 
fonction  f{z)  sur  le  contour  ZqzTa,  et  par  s  la  Ion- 

'  de  ce  contour,  l'intégrale  j  f(z)dz prise  le  long  du 

\ir  en  question  aura  un  module  moindre  que  M 5. 

effet,  appelons  o"la  longueur  d'une  portion  ZqZ  du  con- 
oniptée  à  partir  du  point  Zq,  et  I  la  valeur  de  l'intégrale, 

-a 

ient  R  le  module  de/(j:  -^y\ —  0?  ^  ^^"  argument, 

,    ,      ,    dx  -f-  dy  i/  - 1       .  • .  , 

Jule  de "^     "  ~     ^^^  ^*"  i  ^^*^  ^  ^^^  argument,  on 

ntégrale  1  est  la  limite  d'une  somme  de  termes  de  la 

AtR^*^^*  *  *;  celle  somme  a  un  module  moindre  que 
nme  SRAt  des  modules  de  ses  parties  et,  a  fortiori, 
)dule  moindre  que  i:M  At  --  M  S  At  —  M^  :  donc  le  mo- 
de la  limite  I  est  moindre  que  M^,  ou  tout  au  plus  égal 

C.   Q.   F.  D. 
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VI.  —  Théorème  de  Riemann. 

Dans  ce  qui  va  suivre,  nous  appellerons  contour  ferini 
simple  une  ligne  continue  fermée  ne  se  traversant  pas  elle- 
même^  ainsi  une  circonférence  de  cercle  ou  d*ellipse,  un 
rectangle  seront  des  contours  fermés  simples. 

Une  lemniscaste  de  Bernoulli  ne  constitue  pas  un  contour 
fermé  simple;  toutefois,  si  l'on  considérait  cette  courbe  comme 
la  limite  d'une  ellipse  de  Cassini  à  contour  fermé  simple  pré- 
sentant encore  une  communication  infiniment  petite  entre 
les  aires  de  deux  boucles,  on  pourrait  considérer  la  lemnis- 
cate  en  question  comme  un  contour  fermé  simple. 

En  tout  cas,  un  contour  simple  ne  limitera  jamais  une  aire 
se  recouvrant  elle-même  en  totalité  ou  en  partie;  le  contour 

Fi p.  i6. 


i 
/' 


ci-contre  ne  serait  pas  un  contour  fermé  simple. 
Théorème  1.  —  L'intégrale  double 


fM-th^- 


prise  pour  tous  les  points  d'une  aire  limitée  par  un  con- 
tour fermé  simple  C  est  égale  à  l'intégrale 

Ç{\dy^\dx), 

prise  le  long  du  contour  C,  ce  contour  étant  censé  décf^ 
par  un  observateur  ayant  l'aire  limitée  par  le  contour  ^ 
sa  gauche,  c'est-à-dire  marchant  dans  le  sens  direct- 
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En  effet,  intégrons  d'abord  le  terme  1  1  y  ^^^yp^^  ^^P' 
porta  X  en  laissant  j^  constant,  nous  aurons  pour  expression 
de  rintégrale  indéfinie  /  X  dy.  Soit  OP  la  valeur  constante 
donnée  à  y  dans  l'intégration  partielle  effectuée  par  rapport 

Fig.  17. 


Mt^       \Mi  Mf/^      \ 


«£ ^.M 


rv/-] 


^^;  appelons  X^  la  valeur  que  prend  X  en  un  point  K  du 
plan.  La  valeur  de  l'intégrale  définie  que  nous  cherchons 

est  la  somme  des  éléments,  tels  que  -^  dx  dy^  obtenus  en  fai- 
sant varier  x  dans  l'aire  C  ;  si  alors  la  droite  y  =  OP  ren- 
contre le  contour  C  aux  points  consécutifs  M,  Ml,  M2,  M3,  ..., 
intégrale  cherchée  s'obtiendra  en  faisant  varier  x  de  PM3 
*  PM2,  de  PM|  à  PM,  ...  de  sorte  que  celte  intégrale  sera 

/  (  Xm  -  Xm,  -:-  Xm,  —  Xm,  —.  ..)dy 


^u  plus  simplement 


/x  ,y, 


inconvenant  de  faire  varier  X  sur  tout  le  contour  C,  dans  le 

sens  direct;  car,  pour  calculer  /  (Xm-h.  .  .)rf^,   il   faudra 

lau-e  varier^  depuis  la  valeur  qu'il  prend  sur  le  point  le  plus 
*^as  jusqu'à  la  valeur  qu'il  prend  au  point  le  plus  élevé  du  con- 
tour C,  et  alors  les  points  M,  M|,   ...  se  meuvent  dans  le 

sens  direct.  Ainsi  l'intégrale  f  j  -—  dxdy  est  égale  à  l'inté- 
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grale  simple  /  X  dy  prise  le  long  du  contour  C  et  dans  le  sens 
direct. 

On  voit  d'une  façon  analogue  que,  l'intégrale  /  /  ^  ^^^)' 
étendue  à  tous  les  points  de  Taire  comprise  à  Tintérieur  do 
contour  C  est  égale  à  l'intégrale  simple  /  \  dx  prise  le  long 
du  contour  C,  mais  dans  le  sens  rétrograde,  ou  à  l'inté- 
grale /  —  Y  dx  prise  dans  le  sens  direct;  on  a  donc 

rintégrale  qui  figure  dans  le  second  membre  étant  prise  dans 

le  sens  direct,  tout  le  long  du  contour. 

c.  Q.  ï.  i>. 
Théorème  II.  —  L* intégrale  double 

prise  pour  tous  les  points  d'une  aire  limitée  par  le  coniot*^ 
fermé  C,  est  égale  à  V intégrale  simple 

f(\  fiy-\dx\ 

prise  le  long  du  contour  C  dans  le  sens  direct, 

(>e  llu'orrine  se  démonlre  comme  le  précédent. 

Les  deux  tliéorèmes  précédents,  dus  à  Kieniann,  tomber 
raient  eu  drlauL  .si,  à  Tiulérieur  du  contour  C  ou  même  st^ 
ce  contour,  les  fonctions  X,  \  ou  leurs  dérivées  partielle* 
devenaient  Infinies,  discontinues  ou  mal  déterminées,  C20 
les  iutégrations  (pie  nous  avons  cirecluées  ne  préscnleraiei^ 
plus  aucun  S(îns. 

Co^(:llsio>.      -  Si  l'expression  \dy  -î-Y  dx  est  une  diP 

férenlielle  exacte, est  nul,  et  alors,  en  vertu  du  pr^ 

'  oj^        Oy  ^  ' 

niier  théorème  de  Kiemann,  l'intégrale  prise  le  long  d^i^ 
contour  fermé  C  d\ine  différentielle  exacte  est  nulle;  o  ^ 
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ce  qui  revient  au  même,  les  intégrales  (func  différentielle 
exacte  prises  le  long  des  deux  contours  ayant  les  mêmes 
extrémités  sont  égales,  pourvu  qu'entre  ces  deux  contours 
la  dlflerentielle  en  question  soit  finie,  bien  déterminée,  et 
continue  ainsi  que  ses  dérivées  partielles. 

VIL  —  Théorème  fondamental  de  Gauchy. 

Le  théorème  de  Riemann  conduit,  d'une  manière  très 
simple,  à  un  beau  théorème  que  Cauchy  a  découvert  vers  1 8 1 4 
en  suivant  une  tout  autre  voie  {voir  p.  •.k\'>.). 

Le  théorème  de  Riemann  consiste  en  ce  que,  si  les  fonctions 
X  et  Y  restent  finies  et  bien  déterminées  ainsi  que  leurs 
dérivées  à  l'intérieur  d'un  contour  fermé  quelconque  C,  on  a 

'es  intégrales  doubles  s'étendent  à  tous  les  points  de  l'aire 
'"Imitée  par  le  contour  C,  et  les  intégrales  simples  sont  prises 
'e  long  du  contour  dans  le  sens  direct. 

Supposons  que  X  -r-  Y  y —  i  soit  une  fonction  synectique 

^^  «^  -\-y\  —  I  à  l'intérieur  du  contour  C,  et  sur  ce  contour, 

^^»  aura  (p.  223) 

d\  _  />Y         ^  _  __  '^I . 

ôx        ()y  dy  Oj:  ' 

'^s    formules  (i)  et  (2)  se  réduiront  alors  à 

0=  f{\dy^\dx),         0=   C(\dx-\dy). 

-^J  o  titons  ces  deux  équations  après  avoir  multiplié  la  première 
par  y'—  I  ;  nous  trouverons 

o  =   Ax  -^  Y  ^-ri){dx  ■+-  dy  yj^^i) 
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OU 


o  =zjf{z)dz. 


Il  est  donc  prouvé  que  V intégrale  de  f{z)dz  [ou  simj 
ment  def(z)y  comme  l'on  dit  quelque/ois]^  prise  le  long 
contour  fermé  simple  C  à  l'intérieur  duquel /(z)  ri 
synectique,  est  nulle. 

Il  résulte  de  là  que  si,  entre  deux  contours  ZqzTa  etz^ 
terminés  aux  mêmes  extrémités,  formant  par  leur  « 
semble  un  contour  fermé  simple,  il  n'y  a  pas  de  point  pi 
lequel  la  fonction  f{z)  cesse  d'être  synectique ^  les  in 
gralesdef(z)  prises  entre  les  mêmes  limites  5©  et  Z,  le  lo 
de  deux  contours  ZqzTL  et  ZqZ^'Lj  sont  égales. 

En  effet,  le  contour  ZqzTj  z' Z(^  étant  un  contour  fer 
simple,  l'intégrale  de  f{z)  prise  le  long  de  ce  contour  s 
nulle;  or  cette  intégrale  se  compose  de  l'intégrale /(5)  pi 
le  long  de  ZqzTj  et  de  Tintégrale  prise  le  long  de  Taz' Zq\  ce 
dernière  est  égale  et  de  signe  contraire  à  l'intégrale  de/ 
prise  le  long  de  Zqz'^L  :  les  deux  intégrales  en  question  s 
donc  égales.  c.  q.  f.  d 

Théorlmk  de  c  vichy.         La  valeur  de  c  intégrale 


ff{^)dz 


ne  change  pas,  si  Von  déforme  le  contour  d^ intégrai 
d'une  manière  continue,  mais  arbitraire, poun^u  que  l 
ne  lui  fasse  pas  franchir  de  point  pour  lequel  f{z)  ca 
rait  d'être  synectique,  et  quon  lui  conserve  les  met 
extrémités  Zq  et  Z,  limites  de  r intégrale. 

En  effet,  considérons  un  contour  d'intégration  A  av 
pour  extrémités  z^  et  Z  et  celui  que  Ton  obtient  en  le  déf 
mant  sans  lui  faire  franchir  de  point  pour  lequel y( 3)  ces 
rait  d'être  sjnectiquc.  Soit  B  ce  second  contour,  qui  a  ai 
pour  extrémités  ^0  et  Z.  Si  ces  contours  A,  B  forment  j 
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■  leur  réunion  un  contour  simple  fermé,  le  théorème  est  dé- 
f.  montré,  nous  rentrons  dans  le  cas  considéré  tout  à  Theure; 
[  si  les  contours  A  et  B  se  coupent  (ailleurs  qu'en  Zq  et  Z)  en 
des  points  ÎJ,,  v^?  •  «i  Ç/i>  on  observera  que  les  intégrales 
de/(5)  prises  entre  Zq  et  %i ,  si  et  ^^2?  •  •  >  ^/i  et  Z  sont  égales, 
«n  vertu  de  la  remarque  précédente,  et  que,  par  suite,  les 
^  intégrales  prises  le  long  des  chemins  A  et  B  sont  égales. 

Ce  beau  théorème  de  Cauchy  constitue  un  des  plus  grands 
progrès  qui  aient  été  faits  en  Analyse  :  il  a  été  démontré  une 
première  fois  (p.  212);  mais  nous  avons  pensé  que  Ton  verrait 
avec  plaisir  la  démonstration  originale  qu'en  a  donnée  Rie- 
manD, démonstration  qui  est  devenue  classique  en  Allemagne. 
Mais  il  faut  avouer  que  la  démonstration  donnée  plus  haut 
est  bien  plus  simple  et  plus  naturelle. 

Théorème.  —  Si  la  fonction  /{z)  est  synec tique  pour 

tous  ks  points  d'une  aire  C  limitée  par  un  contour  fermé 

tt'npfe,  Vintégrale 

z 

V  =  r  f{z)dz, 

Pf'iie  le  long  d'un  contour  fini  contenu  dans  l'aire  C,  est 
^^^  fonction  synectique  de  la  limite  supérieure,  dont  la 
^^''ivéeestf{l), 

^o  effet,  cette  intégrale  est  finie,  puisqu'elle  est  prise  le 

long  (j'yjj  contour  fini;  elle  est  monodrome,  puisque,  quel 

9"^  Soit  le  chemin  intérieur  à  C  pour  se  rendre  en  Z  en  par- 

^^^  de  Z,  rintégrale  prend  un  accroissement  nul,  qui  est  la 

valeur  de   f  f{z)  prise  le  long  d'un  contour  fermé  passant 

^  ^  €t  intérieur  au  contour  fermé  C. 
^^  second  lieu,  je  dis  que  la  dérivée  de  l'intégrale  par  rap- 
P^**^  àZest/(Z);  elle  est  donc  unique  et  bien  déterminée, 
^'  par  suite  l'intégrale  est  une  fonction  continue  de  sa  limite 

^"P^i-ieure.   En  effet,    si  l'on  pose   :;  = -^(t) -f- ^Z— i  M^)» 
^  ^^îgnant  Tare  du  contour  d'intégration  compté  à  partir 
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de  5o,  et  si  Ton  appelle  s  l'arc  total  suivant  lequel  on  in  t 
on  aura 


et,  par  suite, 


(IL  ~~  ds  '  ds 


ou 


iT=  « 


-!v--/       [/<-^  :-i»'  -ÏMo'.-.yv'-..l:'^''; 

dA       I        '^•^     •        '  '  </a 

mais  -T-'  est  la  valeur  de  -^  ou  cp'n-  '^  y —  i  pour  t  —  v 
donc 

On  conclut  de  là  que  Tintégrale  d'une  fonction  sync 
est  synccliquc,  puis 

d  I    fi  z)  dz  -  ■  /'  (  z)  dz  : 


donc,  coninic  dans  lo  cas  où  la  variahic  ::  est  réelle. 


/      /"i  z)dz       /(  3  )     -  /{  z. 


VIII.    -  Cas  où  le  théorème  de  Cauchy  est  en  défai: 

Le  lh<*orènic  de  (!!auchv  tombera  en  défaul  loules 
qu'on  voudra  l'appliquer  à  deux  contours  conqirenaii 
eux  un  intervalle  à  Tinlérieur  ducpiel  la  l'onction  <| 
veut  intéi^rei"  ees'^<M'a  dV'Ire  svnecliijue,  soil  que  cetl 
tion  devienne  infinie,  -soil  (pTelle  c<*sse  d'être  mono 
mais,  comme  on  le  verra  bientôt,  les  cas  où  il  toi 
défaut  sont  les  plus  intéressants. 
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UL.  —  Difrérentiation  sous 


le  signe   /  • 


Les  règles  deladilTérentiation  sous  le  signe  /  s'appliquent 

aax  intégrales  prises  entre  des  limites  imaginaires,  avec  des 
restrictions  analogues  à  celles  qui  ont  été  faites  à  propos  des 
intégrales  ordinaires.  Supposons  que  Ton  veuille  différentier 
par  rapport  à  a  l'intégrale 


on   aura ,    en  appelant  Aa  =  h  un  accroissement  arbitraire 
donné  à  a  et  e  un  infiniment  petit. 


Am  _    f^  /(z,n-^h)—f(z.0L) 


am  _  r 


,  dz 

n 


nous  supposerons  ^  bien  déterminé,  soit  que/soit  monogène 

pax  rapport  à  a,  soit  que  la  direction  dans  laquelle  a  lieu  le 
déplacement  Aa  soit  donnée;  nous  supposerons  également 

f  ^1,  zl-  finis;  enfin,  nous  supposerons  le  contour  d'intégra- 

lion   fini  et  de  longueur  5.  Alors,  en  appelant  £  le  module 
maximum  de  la  quantité  infiniment  petite  e,  nous  aurons 

Jr*  C'   dz  r' 

t  dz    ou    mod  1     t  -j-  ds  <.   1     Eds 

"^^  z 

mod   /     tdz  <iEs; 
Jo 

la  formule  (i)  devient  donc,  en  observant  que  £  est  infiniment 
petit  avec  h  et  en  faisant  tendre  h  vers  zéro, 


au 


-f>- 


L.  —  Traité  d'Analy$e,  III.  i6 
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Supposons  maintenant  la  fonction  f  telle  qu^on  pu 
développer  par  la  formule  de  Taylor  (t.  I,  p.  i88)  pa 
port  au  paramètre  a,  ou  plutôt  par  rapport  à  raccroissci 
de  ce  paramètre,  on  aura,  au  lieu  de  la  formule  (i), 

h       J^^  h 

dans  cette  formule, /'(>3,  a)  désigne  la  dérivée  -p»  e  d« 

une  imaginaire  de  module  égal  à  un  et  R  désigne  le  n: 

maximum  de  -^  quand  on  y  remplace  a  par  une 

comprise  dans  le  cercle  de  centre  a  et  de  rayon  moc 
donc  (même  dans  le  cas  où  le  contour  d^intégration 

infini)  les  intégrales    /    --  dz  et    /    mod~^  dz  sont  j 

la  formule  précédente  donnera,  en  faisant  tendre  h  v 


,.    Aa       du        r^df   . 

"0 


Enfin,  lorsque  le  contour  d'intégration  sera  de  Ion 
infinie,  on  pourra  toujours  être  ramené  au  cas  où  il  e; 
au  moyen  d'un  changement  de  variables,  comme  on  Ta 
tré  à  propos  des  intégrales  réelles. 

X.  —  Calcul  des  résidas  de  Gauchy. 

Nous  appellerons  zéro  ou  racine  d'une  fonction  y(: 
valeur  de  :;  rendant.y'(:;)  égale  à  zéro;  nous  appellerons  < 
d'une  fonction  y(;5)  une  valeur  de  z  rendant /(.s)  infini 

Cauchy  appelle  résidu  d'une  fonction  monodrome,  n 
gène,  f{z)  pour  une  valeur  cAez  qui  rend  f{z)  infinie,  l 
grale 

^   ff{^)dz, 

271  y —  l  «/ 
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prise  le  long  d'an  contour  circulaire  infiniment  petit,  décrit 
du  point  c  comme  centre  et  parcouru  dans  le  sens  direct  ;  il 
désigne  ce  résidu  par  la  notation 

^,((/(^)))    ou     l^ifiz)). 
Nous  emploierons  la  notation 

LA*) 

ou  même  T/i^)  tout  simplement,  quand  il  n'y  aura  pas  de 

doule  relativement  à  Tinfini  par  rapport  auquel  on  devra 
prendre  le  résidu.  Cette  notation,  à  laquelle  Cauchy  a  donné 
plus  d'extension,  est  assez  commode,  comme  on  le  verra  dans 
la  suite. 

Le  résidu  intégral  d'une  fonction  relatif  à  un  contour 
fermé  simple  donné  est  la  somme  des  résidus  de  cette  fonc- 
tion relative  à  tous  les  infinis  situés  dans  Tintérieur  du 
contour.  Quand  on  ne  spécifie  pas  de  contour,  il  faut  sous- 
entendre  qu'il  s'agit  d'un  contour  contenant  la  totalité  des 
inCnis  de  la  fonction. 

Lorsque  la  fonction  dont  on  doit  prendre  le  résidu  intégral 
est  un  produit  tel  que  cp(^)  ^(^)  et  que  le  résidu  est  pris  par 
rapport  à  un  [ou  plusieurs  contours]  ne  contenant  que  les 
infinis  de  cp(^)>  on  le  représente  par  la  notation 

Si,  par  exemple,  on  veut  représenter  le  résidu  de  la  fonction 
/(;;)  relatif  à  un  infini  c  et  que  l'on  sache  que  f{z){z  —  c) 
n^est  plus  ni  nul  ni  infini  pour  z=  c^  on  pourra  écrire  ainsi 
ce  résidu 

O     {{z  —  c)) 

Nous   allons    maintenant    montrer   l'utilité    du    nouveau 
signe  f . 


244  GHàPITBB    TI. 

Théorème  I.  —  L^ intégrale  d'une  fonction  monod 
et  monogène  prise  le  long  d'un  contour  fermé  simp 
égale  au  résidu  intégral  de  cette  fonction  relatif  à  ce 
tour,  ou,  si  l'on  veut,  est  égale  à  la  somme  des  résidi 
cette  fonction  relatifs  à  chacun  des  infinis  contenus 

le  contour,  multiplié  par  air  y —  i . 

Nous  supposerons,  pour  fixer  les  idées,  qu^il  y  ait 
infinis   de  la  fonction  f{z)  dans  l'intérieur  d'un  coe 
fermé  simple  aefjka\  soient  a  et  ^  ces  infinis;  autou 

Fig.  18. 


chacun  d'eux  décrivons  un  petit  cercle  fccrf,  ghi^  et  joig 
un  point  de  chacun  de  ces  cercles  au  contour  aefjk  par  • 
lignes  qui  ne  se  coupent  pas  et  qui  ne  sortent  pas  de  ce 
tour. 

Ceci    posé,    un    contour   étant    désigné    par    la    not; 
ABC,    . . . ,   représentons,    pour    abréger,    par  (ABC, 
l'intégrale  f{z)dz   prise   le   long  de   ce  contour.   Le 
tour  abcdaefghifjka  constitue  un  contour  fermé  ne  ce 
nant  pas  d'infini  de/(-3);  on  a  donc 

(  I  )  (  abcdaefghifjka  )  =  o. 

D'un  autre  côté,  on  a 

(  abcdaefghifjka  )  =  (ab)-h(  bcd)  -{-(da) 

-+-  {aef)  -I-  (fg)  -^{ghi)  -+-(//•)-+-  (f/'/c 


or  (ab)  et  (da)  sont  deux  intégrales  dont  les  limites 
inversées,  par  suite  (ab)-j-{da)  est  nul,  (fg)  et  (// 
également  une  somme  nulle;  il  vient  donc 

{abcdaefghifjka  )  =  (  bcd)  -+-  (  aef)  -^{ghi)  4-  {fjka) 
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OU  encore,  en  vertu  de  (i), 

o  =  (bcd)  -h  (ghi)  -^{aef)  -+-  (f/ka) 
ou 

(ï)  o  =  (  bcd)  -+■  (  ghi)  -h  (  aefjka  )  ; 

^^{aefjkà)  est  Tintégrale  f  f{z)dz  prise  le  long  du  contour 

fermé  donné;  {bcd)  est  égal  à  — (dcb)  :  or  {dcb)  est  l'inté- 
grale de  y(z)6k  prise  le  long  d'un  contour  circulaire  que  l'on 
peut  supposer  infiniment  petit;  cette  intégrale,  au  facteur 

2z^—  i  près,  est  le  résidu  X   f{z)  ;  on  a  donc 

{bcd)  =  —  27C  v/^  £,a^^^^' 
{ghi)  =  —  aie  v/^  ^p/(-)» 
^^  par  suite  (2)  devient 


on 


encore 


^  ^ésidu  intégral  et  l'intégrale  étant  relatifs  au  même  contour. 

Théorème  II.  —  Z»e  résidu  de  la  fonction  ~ —  »  où  fiz) 

z  —  c 

^^signe  une  fonction  monodrome  et  monogène  qui  n'est 
'^^  nulle  ni  infinie  pour  z^=  c,  est  égal  àf(c). 

En  eiTet,  par  définition,  on  a 

(1)  rf(^)  ^         ^  rf{z)dz ^ 

^  intégrale  étant  prise  le  long  d'un  contour  circulaire  infini- 
ment petit  décrit  autour  du  point  c  comme  centre;  soit  e  le 
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rayon  de  ce  cercle.  Si  l'on  joint  un  de  ses  points  z  à  l'origii 

Fig.  19. 


ainsi  que  son  centre,  le  triangle  ocz  donnera  (t.  I,  p.  8) 


z  =  c  -^  cz 


ou,  en  appelant  0  Tangle  que  la  droite  cz  fait  avec  Taxe  des  ^ 
on  aura  donc 


f{i^dz  =  f     f{c  +  ze^>f^>r^id^. 

Nous  mettons  à  l'intégrale  les  limites  o  et  2tc,  parce  que, 
point  z  variant  le  long  du  cercle,  0  varie  de  o  k  itz.  Cet 
formule  ayant  lieu  quelque  petit  que  soit  e,  on  pourra  y  fai: 
£  =  o,  et  l'on  aura 

la  formule  (1)  deviendra  alors 


(2) 


ut/ — I  •/      ^  —  ^  ^-^^        ^ 


/(-=) 


Théorème  III.  —  Le  résidu  de  la  fonction  -         \^>  < 

•^  i^z  —  c)'« 

m  désigne  un  exposant  entier  et  positif  plus  grand  q\ 
un,  et  dans  laquelle  f{z)  est  une  fonction  finie  différen 
de  zéro  pour  z  =  Cj  est  donné  par  la  formule 


(3; 


P     f(z)       ^  d'"-\f(c)  1 


f 
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£q  effet,  en  dilTérentiant  m  —  i  fois  de  suite,  par  rapport  à 
c,l' équation  (2),  on  a  successivement  (') 

1          rnz)dz  ^  p     /(^)     ^d/M 

%i:y/^^J  (-s-c)»  <L/(^-c)'          de    ' 

i-a        r  /(.z)dz  p     f{z)         d}f{c) 

iny/~iJ  (a-c)»  •    0(z~-cy          de*    ' 

•   •...••...•.•.•a ••< ••.«..•• ) 

^=: — 1/    r— aa  =  i.a.i. . .  (m  —  i)l   —^ r;r=  —  »  ^   « — 

27:/—,      J(«  — c)'»  ^  '0(-3  — c)'»  é/C»-» 

doù  Ton  déduit  la  formule  (3). 

Théorème  IV.  —  Sif{z)  désigne  une  fonction  telle  que 
^f{z)  soit  nul  pour  zz=ioOy  l'intégrale  de  /(z)dz  prise  le 
^ng  d^un  contour  circulaire  de  rayon  infini  sera  nulle ^ 
et  l'on  aura 

En  effet, 

r/(z)= '         f/(z)dz: 

potir  évaluer  Tintégrale,  on  fera 

z  =  rc^V^S        dz  =  re^f^^  d^  /^ 

dz^  z  sj — irfO; 


Oli 


^*^    trouvera  alors ,  en  faisant  r  =  cx>, 

P^^ isque  zf{z)  =  o  pour  r  =  oo. 

Théorème  V.  —  Aï,  le  module  de  z  étant  infini  et  son 
^^^^ument  restant  compris  entre  Oq  et  0|,  zf{z)  est  nul, 
^    ^fitégrale  Jf(z)dz^  prise  le  long  d^un  arc  de  cercle  de 

C  *)  Od  peut  éyidemmentdiiïérentier  sous  le  signc^comme  sous  le  signe  /  , 
P"^*squ'un  résidu  est  au  fond  une  intégrale  définie 


948  CHAPITBB    TI. 

rayon  infini,  décrit  de  V origine  comme  centre  et  dont  Us 
extrémités  ont  pour  angles  polaires  Ot  et  Oi,  est  nulle. 

En  eiTet,  Tintégrale  en  question  a  pour  valeur 

si  donc,  0  variant  de  Oo  ^  ^«9  ^/('S)  est  nul  pour  r  =  «>,  rinlè- 
grale  sera  nulle  elle-même  c.  q.  f.  d. 

Théorèmr  VI.  —  La  différence  des  intégrales  de  f[z) 
prises  entre  les  mêmes  limites^  mais  le  long  de  deux  che- 
mins différents  qui  ne  se  coupent, pas  s^s'Tt  et  z^z'Z^  est 
égale  au  résidu  h.de/{z)  relatif  au  contour  fermé 

Zf^Z  £»Ji  Z^ 

limité  par  les  deux  contours  z^JTa  et  z^i^Ta  multiplié 

par  27cy/ —  I. 

En  eflet,  d'après  le  théorème  I,  on  a 

(-5o'5'Z>3''-5o)  =  (-5oVZ)H-(Zy^o)=aicR/^ 
ou 

{ZqZ'Z)  —  (-5o5'Z)-t-  2tR  / —  1. 

XI.  —  Application  du  calcnl  des  résidas  à  la  recherche 
des  intégrales  définies.  —  Fractions  rationnelles. 

Rien  que  Ton  sache  intégrer  les  fractions  rationnelles,  nous 
allons  appliquer  les  principes  du  calcul  des  résidus  à  l'éva- 
luation des  intégrales  de  la  forme 


/: 


o(.r) 


djr, 


OÙ  ^(x)  est  un  polynôme  de  degré  inférieur  de  deux  unités 

au  degré  de  '}(^). 

ç(z) 
L'intégrale  (i)  est  l'intégrale  de  ~-  dz  prise  tout  le  long 

de  l'axe  des  x\  elle  est  donc  égale  à  l'intégrale  de  la  même 
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'Action  prise  le  long  d*un  demi-cercle  de  rayon  infini  décrit 

l'origine  comme  centre  et  situé  entièrement  du  côté  de 

xe  des  y  positifs,  par  exemple,  augmentée  de  la  somme 

\  résidus  de  ^r—  STct/ — i  relatifs  aux  infinis  de  cette  fonc- 

1  situés  au-dessus  de  l'axe  des  x\  or-p >  ^pf-s)  étant 

degré  inférieur  à  ^(5),  est  nul  pour  5  =  00,  donc  Tinté- 
'e  prise  le  long  du  demi-cercle  est  nulle;  donc 

§sidu  étant  pris  comme  il  a  été  expliqué. 
^rentière  application,  —  Cherchons  l'intégrale 


L 


1  -4-  a:»'* 

est  égale  à 


dx    ou    m  <  /i. 


ésidii  étant  relatif  à  toutes  les  racines  de   i-|-^*"=o 
êes  au-dessus  de  l'axe  des  x\  ces  racines  sont 


a  =  cos  — ^  -4-  /— 1  sin  -—  : 
in  'in 

^sidu  de ^  par  rapport  à  a2*+«  est 

aéVc-^\)tm  Lim —        pour        x  =  a**-^-» 


g((tAr+l)l/n  Q((lAr4-l)(2/n-«-l) 


ï  donc 

_  *  =  n  — t 


/ 


I  -i-  iT*'*  2  /l  Xd 
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Le  second  membre  de  cette  formule  est  la  somme  des  termes 
d'une  progression  géométrique,  et  Ton  a 


/: 


1  -4-  a?*'»  2  /l  «f  m-»-i  —  I 


ou  y  en  remplaçant  a  par  sa  valeur, 


/     T 


/i  sin Tc 

an 

ou  évidemment 


x^ 


x^f^dx  ic 


-4- a?»»  am  +  i 

^  an  sin n 

an 


oi  i  on  pose  ar^/i  =  -  et =  a,  il  vient 


/■ 


5«-«    -  it 

a-5  =  -r 


1-4-^  Sin  aie 

résultat  que  nous  retrouverons  plus  loin. 

Deuxième  application,  —  On  trouve  de  même 


(0 


r^'  d.r  /— - V   r  I 


le  résidu  étant  relatif  aux  infinis  de  ^-ï rr:;;  situés  au-dessus 

de  Taxe  des  ^.  Or  il  n'y  a  qu*un  seul  infini,  à  savoir  a  yj —  i, 
situé  au-dessus  de  cet  axe;  le  résidu  cherché  sera  donc 

r I   ^«*-i     I 1 

[i.2..T(/7i  — I)  Si'"-»  '{z  -,-  a^-~i)"'\z=a^—i 

ou 

( — i)'«-i        m(m-^\) . .  .(^.m  —  i) 

(aa/— i)î'"-»        1.2.3. ..(^/n  —  i) 
La  formule  (i)  donne  alors 

r"*"*  dx         _         /n(/n-4- i)...(2m  — i)  /   i   yw-» 
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XII.  —  Sur  l'intégrale  /     — —  dx. 

Supposons  que  l'on  intègre  la  fonction le  long  d'un 

contour  formé  de  Taxe  des  x  négatifs  depuis  un  point  situé  à 
la  distance  — R  de  l'origine,  jusqu'à  un  autre  situé  à  la 
distance  —  e  ;  puis  d'un  demi-cercle  de  rayon  e  situé  au- 
-dessus de  l'axe  des  x  et  ayant  son  centre  à  l'origine;  puis  de 
l'axe  des  x  positifs  depuis  le  point  +e  jusqu'au  point  R; 
enfin,  d'un  demi-cercle  A  situé  au-dessus  de  l'axe  des  x 
ayant  son  centre  à  l'origine  et  pour  rayon  R.  L'intégrale  le 
^  long  de  ce  contour  sera  nulle;  l'intégrale  prise  le  long  du 
«rercle  de  rayon  R  sera  nulle  pour  R  =  oo,  si  l'on  suppose 

b  positif;  en  effet,  alors  z ou  gW-<  se  réduit  à  zéro 

quand  la  partie  imaginaire  de  z  est  positive,  ce  qui  a  lieu  le 
long  du  cercle  considéré.  On  a  donc,  en  supposant  R  =  oo. 


=   I        dx-h  I   az-\-  \         


dx\ 


la  seconde  intégrale  étant  prise  le  long  du  demi-cercle  A 
pour  €  =  o  est,  au  signe  près,  le  demi-résidu  de pour 


5  =  0,  multiplié  par  27c  \J —  i ,  ou  —  tz  yj —  i .  On  trouve  donc 

I       dx  -h   I      dx  =  Tz  / —  I . 

Si  Ton  remplace  e^^"^*  par  cos6^  -i-  ^ —  i  sin6^,  on  voit 
que  la  partie  réelle  du  premier  membre  est  nulle  et  que 

r^^sïnbx   ,  /••  sinôa?   , 

I       dx-\-  \      ' dx  =  T., 

En  ajoutant  l'élément  /      — dx,  qui  est  infiniment  petit. 


on  a 


/ 


X 


dx  =  TT 
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ety  par  suite, 

Jr*  sinbx   w    _  'K 

Changeant  6  en  —  b,  l'intégrale  change  de  signe  ;  donc,  quand 
b  est  négatif,  il  vient 


Jr*  sinl 


—  €M?  = 


'0 

Quand  6  =  o,  on  a  évidemment 

X*  sinôa?    , 
or  =  0. 

LUntégrale 

r*  sinaâ7Cos6x   , 

se  déduit  de  la  précédente;  en  effet,  elle  se  décompose  en 
i    r*  sin(a-4- ô)a:    ,         i    /**  sin(a  —  ^)^  j 

Supposons  a  et  6  positifs,  si  a^by  la  somme  précédente 
est       '  -^ —  -  ou  --;  si  a  <  h,  elle  est  éffale  à  - ou 

•2  2  '  °  2222 


2    2  2 


zéro;  enfin  si  a  =  6,  elle  est  égale  à  ^• 

C'est  peut-être  ici  l'occasion  de  parler  de  la  notion  de  la 
valeur  principale  d'une  intégrale,  dont  Cauchy  a  fait  usage. 
Considérons  Tinlégralc 

I     o{z)dz. 


•'-, 


Si  elle  est  prise  le  long  d'un  contour  passant  en  un  point  c 
pour  lequel  'f  (:?)  devient  infini,  Cauchy  appelle  valeur  prin- 
cipale de  celle  intégrale  la  somme 


/     o(z)dz-^  I      o{z)dz, 


d  el  c"  désignant  les  points  du  contour  d'intégration  situés  à 
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ite  et  à  gauche  du  point  c,  à  des  distances  infiniment 
[les,  égales  entre  elles,  du  point  c.  Par  exemple, 


la  valeur  principale  de   /      —j-  prise  le  long  de  l'axe  des  x. 

Le  but  de  Cauchy  en  introduisant  cette  notion  a  été  de 
ipliiier  un  peu  les  notations.  Pour  montrer  l'usage  que 
peut  en  faire,  calculons  la  valeur  de  l'intégrale 


où 


o. 


cet  eflFet  intégrons  ^ le  long  d'un  contour  formé 

le  l'axe  des  x  àe  — oo  à  —  e,  d'un  demi-cercle  de  rayon  s 
it  au-dessus  de  Paxe  des  Xy  de  l'axe  des  ar  de  -f-  e  à  -h  cx>, 
in  d'un  demi-cercle  de  rayon  infini  décrit  de  l'origine 
le  centre  au-dessus  de  l'axe  des  x.  En  supposant  e  infi- 
lent  petit,  on  aura 


val.  pr.  / 

fc'cs  l-à-dire 

val 


■^-*  ,_ei6z/=:ï 


dz 


\TZ  /— 16  / 1  = 


.  pr.  jf 


-»■•  ,  — elôz^^TÎ 


dz  =z'XTzb\ 


séparant  les  parties  réelles  et  les  parties  imaginaires  et  en 

observant  que  la  valeur  de    / 5—^  dx  est  égale  à  sa 

Talear  principale,  on  a 


dx  =  iitby 


s: 

/"*"*  /%\Tibx\^   j  - 


'j54 
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Pour  calculer  /       /?15__f  j  (fj:, /i  élant  un  nombre  entM 

quelconque,  on  remplacerait  sinbx  par  sa  valeur  en  exj 
nentielles  et  Ton  serait  ramené  à  calculer  les  valeurs  princi- 
pales d^intégrales  de  la  forme 


/: 


"*••  0ib/^A 


a?* 


dx. 


Le  calcul  ne  présenterait  d'autre  difliculté  que  Tévaluatif 
de  ces  intégrales  prises  le  long  de  demi-cercles  de  rayoi 
très  petits,  décrits  de  Torigine  comme  centre  au-dessus 
au-dessous  de  Taxe  des  x. 


XIII.  —  Sur  rintégrale  /       - 


cosax 


X* 


dx. 


Si  Ton  intègre  la  fonction 


-, 

I  -T-  Z^ 


dans  laquelle  on  suppose  a  positif,  le  long  de  Taxe  des  x  de 
—  00  à  4-  00  el  le  long  d'un  demi-cercle  de  rayon  infini  décrit 
de  l'origine  comme  centre  au-dessus  de  l'axe  des  Xy  la  somme 

des  intégrales  ainsi  calculées  sera  égale  au  résidu  de  -^ 

relatif  au  point  z^^-\  —  i ,  pour  lequel  la  fonction  en  ques- 
lion  devient  infinie,  multipliée  par  i'ksj — i,  c'est-à-dire  à 


»— a 
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2  / — I 

Or  l'intégrale  prise  le  long  du  demi-cercle  est  nulle  ^  on  aura 
donc  seulement 


r 


-  =  Tie-^ 

I  -H  x* 


CPTVJl  ILacrXS  ZLAii3.hXBX$..    £}0 


fBt,  en  séparant  les  partû»  ràfiltf^  ^  ,es^  rifrhHtfiiûs  'ie  ^ —  t . 


I        -- — ;  ^  =  - 


'itr  =  -1. 


La  première  fonnuIedtHt  é^iemmuaiZ.  ltr*i  Koif  Lacëe  pjrscr* 
quand  a  est  négadf.  En  •iîfferfï&d.àiLC  oK&e  t^raxle.  oa  Crome 


/•     £^E^^  =  ^^ 


I —  X- 


fennule  dont  Texactîtode  p«at  i^tre  Têxiâ^he  en  fusant  usa^ 
do  contour  d*înlégration  emplojê  toat  à  i'henre  et  de  la  fonc- 


tion 


La  même  méthode  s*appliqae  à  Fintéçrale 


. i — ar  =  ar|— 1/ 

_,      (l-|-X*/«  ^^i  — xî 

OU  à  rintégrale 


x^-"^^ 


I         7 T — ax  =  2T:/   — —  > 


On  trouve  la  première  égale  à 


on  a 


ire-*»  r/a\'«-*       m(m  —  i)/«\'W   i 

1.2.3. ..(/w  —  i)  L\2/  I  \2/         a* 

XIV.  —  Sur  rintégrale   f      ^-^.  ^. 

Cette  intégrale  joue  un  rôle  important  dans  une  théorie) 
que  nous  étudierons  plus  loin.  Si  Ton  intègre  lu  fonction 

y  = ou    o  <  a  <  I 
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le  loDg  d'un  contour  rectangulaire  formé  de  Taxe  des  x,  d* 
perpendiculaire  à  cet  axe  menée  à  Tinfini,  au-dessus  de 
axe  et  égale  à  2?:,  d'une  parallèle  à  l'axe  des  x  située  à  la  < 
tance  -r  27c  de  cet  axe,  enfin  d'une  perpendiculaire  men4 
l'infini  négatif  sur  Taxe  des  x,  au-dessus  de  cet  axe  et 
longueur  21:,  l'intégrale  prise  le  long  du  contour  en  quest 

sera  égale  à  iti\J —  i  multiplié  par  le  résidu  de  la  fonctio 

relative  au  point  5  =  tc  y  —  i  qui  la  rend  infinie  ;  on  aura  d 

7     T^'~J_^      m^       2ii^— i^ 


<^ 


iH-e- 


en  observant  que  le  long  des  côtés  verticaux  du  rectangl 
fonction^  est  nulle.  Cette  formule  peut  s'écrire 

(i  — c«««^  =  27r/--i  : 

on  en  tire 

<?«*  dx  t—  I 

i ■:=■ 


r^    e^*dx  > — 

/  1  =  2X  i^— 


ou  enfin 

^^  -^  OD 

Si  l'on  fait  e^=:  ^,  on  a 


/ 


'  t^-'^dt 


En  changeant  a  en  i  —  a,  il  vient 

'  t-^dt  T. 


I 


Q       I  H- ^        smaiz 


formule  que  nous  avons  déjà  rencontrée  (p.  25o). 

Cette  méthode  présente  de  l'analogie  avec  celle  qui  pej 
de  déterminer  l'intégrale 


/. 


pax fibx 


i  —  e' 


dx        où        aet6<iet>o. 
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Intégrons  la  /onction 

le  long  d'un  rectangle  ayant  pour  côtés  Taxe  des  x,  une  paral- 
lèle à  cet  axe  située  à  une  distance  tc  et  au-dessus  de  cet  axe 
,  et  deux  parallèles  à  l'axe  des  y  menées  à  Tinfini  de  part  et 
,  d'autre  de  cet  axe;  on  aura  un  résultat  nul,  et,  les  intégrales 
le  long  des  côtés  verticaux  du  rectangle  étant  nulles,  on  trou- 
vera 


djr=o 

I-r-  e^ 


OU,  en  vertu  de  la  formule  (i), 

^        1  —  e*  sinaïc  s'inbi: 

[  ='i:cota7r   -ttcoI^t:. 

i    En  posamt  e^  =  t,  on  a 

f — dt  ~  Tz(coiaT:-' coi  bi:) 

0 

\    et,  en  changeant  a  en  i  —  a  et  6  en  i  —  6,  ce  qui  est  permis, 
F    on  a  encore,  pour  les  valeurs  de  a  et  de  6  comprises  entre  o  et  i , 

/»  •  /a  —  ib 

j      -  ^  dt  =  Tz(colbT:  —  cota t). 

r    Si  l'on  différentie  par  rapport  à  a,  il  vient 

— dt  =  ir'cosecaT:, 

el,  pour  fit  =  -  . 


v'.^^Ri  dt  =  r.K 


XV.  —  Intégrales  de  Fresnel. 

Soient  OA  une  droite  de  longueur  r  comptée  sur  Taxe 
des  Xj  OB  une  droite  de  même  longueur  faisant  avec  Taxe 
L.  —  Traité  d'Analyse,  III.  17 
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des  X  l'angle  ^  <  ^  >  enfin  soit  AB  un  arc  de  cercle  de  rayon r 

décrit  de  l'origine  comme  centre;  intégrons  e~^*dz  le  lonj; 
du  contour  OABO,  le  résultat  sera  nul;  l'intégrale  prise  le 
long  du  contour  circulaire  pour  r=:oo  est  nulle,  parce  que 
ze~^^  est  nul  le  long  de  ce  contour,  ce  dont  on  s'assure  en 
posant  :;  =  re^v'^,  ce  qui  donne 

le  module  rcosOe"'''*^*'"^  de  cette  quantité  est  nul  pour  r  =x, 

pourvu  que  28<;-ou8<-»Il  résulte  de  là  que  l'intégrale 

de  e  "''  le  long  de  OA  est  la  même  que  le  long  de  OB  pour 
r  =  oo;  ainsi 

f      e-'^^dx  -=   f     e-''(co»*?-»-v-i •»«>»?) ^//(cosp  -f-  v/—  i  sin p). 
0  »^o 

En  remplaçant  la  première  intégrale  par  sa  valeur  connue  ^y 
on  a  (p.  i36) 

Jo  ^ 

En  séparant  les  parties  réelles  et  les  coefficients  de  y  —  i ,  on   * 
obticRt  deux  formules  que  voici  : 


(I) 


^   /»cos3.3cos(/îsin2p)<//  =  --  cos?, 


r*c-/«cos2?sin(/2sin2p)rf/=  ■'^sin?, 


7: 


P  désignant  un  arc  compris  entre  o  et  -^>  et  que  l'on  ne  peut 

pas,  par  conséquent,  prendre  égal  à  t- 

Considérons  cependant  la  première  formule  (i)  et  dé- 
signons, pour  abréger,  par  dV  la  quantité  écrite  sous  le 
signe  /  ,  on  pourra  la  mettre  sous  la  forme 


av'B  /,a^2/n-i 


a  ^av8  /^«v»  ^«vz/n-i  /z 

=   —  COS] 
2 


/a  /^«VS  /'^V'»  /,vAr*«-n. 
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a  désignant  la  quantité!/ — ^—â'  ^^^  intégrales  qui  figurent 

dans  cette  formule  sont  alternativement  positives  et  négatives 
et  décroissantes  en  valeur  absolue  ;  le  premier  membre  de  la 
formule  en  question  est  une  série  convergente,  et,  si  Ton  prend 
un  nombre  limité  de  termes  dans  cette  série,  Terreur  sera 
moindre  que  le  premier  terme  négligé;  on  peut  donc  écrire 


/ 


v/i: 


^"-^^=1^ 


cosp, 


OLytn—ï 


%  désignant  une  quantité  comprise  entre  —  i  et  -f-  i .  Mais, 
en  valeur  absolue  et  en  supposant  cos2{3  >>  -  ^ 


/ 


€/V<     /  C      «  dl      OU 

OL^ln-i  ay'ln 


e     *  0, 


o  désignant  la  différence  (v/a  ai -f- 1  —  J'Àti  —  i)l/ — -    ,\\ 

^  ^  '  ^  '  y    2  sin'2;5 

comme  nous  voulons  faire  tendre  P  vers  -  »  nous  pouvons 
supposer  alors  4  sin2  ^  plus  grand  que  un,  et  nous  trouverons 


/ 


a  V  *«•♦-» 


ackin— I 


OU 


d\  <  v/îr(/a/i  -r- 1  —  /2/1  —  I  )e-'re{î/*- 


<  v/r-*'*-^0^«"'^'*'*"*'; 


1) 


on  aura  donc  finalement,  8|  étant  compris  entre  —  i  et  -f-  i , 


,av^>^— * 


Faisons  tendre  ^  vers  ->  cette  formule  aura  toujours  lieu  et 
lia  limite,  pour  ^  =     >  il  viendra  encore 


/ 


OL^Vl—l 


cos/«rf/-!-  Oj  /(an  -h  1)7: <?-«(«'»-»'  =  ^^— . 

4 
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Cette  formule  a^^ant  lieu  quel  que  soit  n  et  le  terme  en  Q{ 
ayant  pour  limite  zéro  pour  /?  =  oo,  on  aura 


X 


cos  l*dl  = 
0  4 


Un  raisonnement  analogue  conduit  à  la  formule 


/ 


4 


Ces  deux  intégrales  sont  connues  sous  le  nom  d^ intégrales 
de  Fresnel,  à  cause  de  Tu  sage  que  ce  physicien  en  a  fait  en 
Optique,  mais  elles  avaient  déjà  été  trouvées  par  Euler. 

Intégrons  encore  la  fonction  e~**  dz  le  long  d'un  rectangle 
ayant  pour  côtés  Taxe  des  x,  une  parallèle  à  Taxe  des  x  menée 
à  la  distance  +  a  de  cet  axe,  et  deux  autres  côtés  de  part  et 
d'autre  de  Taxe  des  y  à  Tinfîni  ;  nous  aurons 

/      e-^'dx^  I        e-('-^av^)  dx  =  o, 

car  l'intégrale  le  long  du  rectangle  et  des  côtés  verticaux  est 
nulle.  On  tire  de  là 

OU 

/■*-»  _ 

OU,  en  séparant  les  parties  réelles  et  les  coefficients  de  ^ —  i, 

e~^^cosi%x  dx  =  /ire"^*, 

-  _  » 


—  X 


/ 


e~^*  s\n2.0LX dx  =  o. 


« 


XVI.  —  Sur  une  formule  générale  propre  à  faire  connaître 
un  grand  nombre  d'intégrales  définies. 

Soit  f{z)  une  fonction   monodrome  et  monogène   dans 
rintérieur  d'un  cercle  de  rayon  R,  décrit  de  l'origine  comme 
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centre;  en  intégrant  •^        le  long  de  ce  cercle,  on  a,  en  sup- 
posant/"(o)  fini, 


ou  bien 

le  résida  se  rapportant  aux  seuls  infinis  de/(z)  contenus  dans 
le  cercle  de  rayon  R  considéré. 

Si  nous  prenons /(5)= >  nous  avons 

r^         db  2ir  ^  I 

supposons  a  =  re^v'"»  et  r  >>  R,  nous  aurons 


(I) 


*^  rfe 


cosa-4-  Rcos6;-+-  \/ — i(r8ina-!-  R  sinB) 
air 


r(cosa-h  / —  I  sina) 
ou,  séparant  les  parties  réelles  et  imaginaires, 

r     ^nz      c^e(rcosa-i- RcosB)  cosa 

1^        r'-4- R*-+- 2Rrcos(ô  —  a)  ~      "     r 

/^ é/e(rsina-f-Rsiiie) _        sina 
r*-H  R'H- 2Rrcos(6  — a)  ""  r 

Si  r  <  R  la  formule  (i)  doit  être  corrigée  ainsi 


1      (r 


d^ 


cosa  -+-  R  cos8)-i-  / — i  (rsina  -4-  R  sioô) 
2ir  air 


r(cosaH-\/ — isina)       — r(cosa-i- /— 1  sina) 

et  les  intégrales  (2)  sont  nulles. 

Supposons  en  second  lieu  /(>5)  =  log(i  —  z);  si  Ton  a 
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R<;i,  la  fonction  f{z)  sera  monodrome  et  monogène  et 
Ton  aura,  en  obsen^ant  quey(o)  :^  o, 

log(i  —  R  cos6  —  /—  I R  sinô)^^  =  o 


/ 


ou,  séparant  les  parties  réelles  et  les  coefficients  de  \  —  i. 


/ 


«c 


log(i  -^  R«—  aR  cos6)£W  =o. 


Supposons  maintenant  R  ^^  i .  La  fonction  log(i  —  z)  reste  mo- 
nodrome à  l'intérieur  d'un  contour  qui  ne  contient  pas  le 
point  I  ;  autour  du  point  i  décrivons  un  petit  cercle  bfc\  soit 
apqrd  {Jig*  20)  le  cercle  de  rayon  R  décrit  de  Torigine  comme 

centre,  la  fonction  ~-^ sera  monodrome  et  monogène  à 

l'intérieur  du  contour  abfcdrqpa  :  son  intégrale  le  long  de 

Fig.  30. 


ce  contour  sera  donc  nulle.  Or  l'intégrale  le  long  de  ah  étant 
désignée  par  «,  rintégrale  le  long  du  petit  cercle  hfc  étant 
désignée  par  c,  l'intégrale  le  long  de  cd  s'obtiendra  en  obser- 
vant que  le  point  z  tournant  autour  du  point   log(i-4-5) 

augmente  de  -[-  27:  y —  i  ;  l'intégrale  le  long  de  cd  sera  donc 

—  i-\-  f  ~- — ^  "*)  l'intégrale  le  long  du  cercle  <ir<7/?a  sera 
représentée  par  C.  En  ajoutant  ces  intégrales,  on  a 

o  —  i  ~\-  c  —  i'  -4-  27:  / —  1  logR  -4-  G 


OQ 

(il  c  —  iri  —  1  lor  K  —  «~  =  ^. 

Pour  avoir  r,  îl  faut  poser  z  ^=  i  —  î  r'»~,  et  faire  varier  h  de  o 
à  2 'H.  ce  qui  donne 


_    /*     lors  —  fi  —  -z   \ — 1 


E  A  »  —  1  ; 


poar  £  =  o,  on  voit  donc  qne  c  =^  <•.  On  a  en>uîle  à  évaluer  C 
qui  est 


ou 


C  =  —  v^—  '   /       -Io?ii  — aRcosô  —  R*)</6—   /      arctanf: ^; r</ï; 


on  a  donc,  en  portant  ces  valeurs  dans  (i  i, 
/*     I  ~  '^5^'  "  acos6  R  ~  R») 

on  en  conclut 


logd  — aRcosO—  R«WÔ  r^4rlogR. 

XVII.  —  Intégrales  définies  de  fonctions  non  monodromet. 
Proposons-nous  de  trouver  la  valeur  de  rinlrjçralr 

->         r — '^.  - 

Si  l'on  enveloppe  les  points  — i  cl    i-i  d'un  contour  (1 
formé  de  deux  petits  cercles  et  de  deux  droites  parullèles  à 

Taxe  des  Xj  la  fonction  placée  sous  le  sif^ne  /   dans  l'inl»'*- 


i 


v 

•-■.i.'.,'7>md 

1  vcrcli-  -h-.jpa  i 

.ni 

e<.  on  a 

■M- 

-C 

,Tt«*Li^  ^tîlMI*  I5T1I  111 
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.:-i-^-ïlogR-'^=0- 


■1  ' 


^^,,,, ,  ^  ,  _  ,r.-l,  et  faire  varier  0  de  o 


avoir  c.îi  ta^^ 
ce  qui  don^^ 

.  .  _  „  on  voit  donc  que  c  =  o.  On  a  onsuile  à  évaluer  C, 


r  = 


/ 


•  £  =  O-  on 
est 


que 

c  =  -/    —7— Si'* 


Rsinft       jjv 
-r-  cri 


a  donc,  en  portant  ces  valeurs  dans  (i), 

'^l-RC05ft^  J 


*^=^. 


—  arclan* 


Q  en  conclut 


I      lo-a-aRco5Ô~R^)d6  =  4rlogR, 


ji^X.  —  Intégrales  àètnies  de  fonctions  non  monodromes. 


proposons-nous  de  trouver  la  valeur  de  rintégrale 


(I) 


r Hx_ 


5i   Von  enveloppe  les  points  - 1  el  —  i  d'un  contour  C 
formé  de  deux  petits  cetdcs  et  de  deux  droites  parallMes  :• 

t»axe  des  x,  la  fonetion  jl^c^^  sous  le  signe  f  dans  lim^- 
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grale  (i)  sera  monodrome  dans  toute  Tétendue  du  plan, 
pourvu  que  la  variable  x  reste  toujours  en  dehors  du  con- 
tour C.  L'intégrale  prise  le  long  du  contour  C  sera  donc  égale 


Kie.  21. 


♦  j  »-i 


-I  M 


à  rintégrale  prise  le  long  d*un  contour  circulaire  de  rayon 
infini, moinslesrésidusrelatifsauxpoîntsa^  —  i  et —  a\  —\ 

multipliés  par  ?.t:^  —  i. 

Evaluons  d'abord  Tintégrale  prise  le  long  de  C;  partons  de 
l'origine  en  prenant  le  radical  égal  à  -r  i  ;  le  long  du  chemin 
où  rintégrale  a  la  valeur 

Le  long  du  cercle  décrit  autour  du  point  i,  il  est  facile  de 
s'assurer  que  rintégrale  est  infiniment  petite;  mais,  après  que 

la  variable  z  a  tourné  autour  du  point  i,  le  radical^  i  — x^ 
a  changé  de  signe,  et  Tinlégrale  prise  du  point  i  au  point  o  a 
encore  la  valeur  (:>.).  On  verrait  de  même  que,  le  long  du  res- 
tant du  contour  C,  l'intégrale  acquiert  la  valeur 


l'intégrale  totale  prise  le  long  de  C  est  donc 


1 


-     -F* 

Le  long  du  cercle  du  rayon  infini,  l'intégrale  étant  nulle, 
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Texpression  précédente  sera  égale  à  ait  y  —  i  multipliée  par 

les  résidus  relatifs  aux  points  a  y  —  i  et  —  a  y  —  i  ;  les  valeurs 
ibsolues  de  ces  résidus  sont 

II  II 

-    et 


aa  v^—  i  \/i  -t-  a*  H-  aa  y  —  i  y^  i  -t-  a* 

eomme  l'intégrale  proposée  n'est  ni  nulle  ni  négative,  il  faut 
prendre  ces  résidus  avec  le  signe  -{-y  et  l'on  a 


/ 


"*"*  «te  ir 


D^ailleurs  on  peut  déterminer  les  signes  des  résidus  a  priori 
en  remarquant  que,  l'argument  de  x  le  long  de  l'axe  des  x 

ayant  à  l'origine  été  pris  égal  à  zéro,  il  est  égal  à  -  en  a  y' —  i 


«  ^  •• 


et  a  —  en  —  a\  —  i . 


a 


Une  analyse  toute  semblable  à  la  précédente  conduit  à  la 
formule 


/ 


■^*  éfor  ir 


qu'il  est  facile  de  vérifier  directement,  en  supposant  a  réel 
et  >•  i .  En  différentiant  les  formules  précédentes,  la  première 
par  rapport  à  a^,  la  seconde  par  rapport  à  a,  on  obtient  des 
formules  utiles.  En  intégrant  la  dernière,  on  trouve 


XVin.  —  Formule  de  Frnllani. 


C'est  peut-être  ici  l'occasion  de  démontrer  une  formule 
qui  se  rapproche  de  la  formule 


y         /(z)dz=£^f(z)27z/~-i 
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de  Cauchv,  vraie  quand  z/(z)  s^annule  le  long  d^un  demi 
cercle  de  rayon  infini  décrit  sur  Taxe  des  x  comme  diamètre 
cette  formule,  due  à  Frullani,  permet  d^évaluer  l'intégrale 


lorsque  Tintégrale  singulière 


/" 


dx 


X 


est  nulle  pour  e  =  oc. 

En  effet,  considérons  Tintégrale 

'*  X 

si  Ton  y  fait  j?  =  -.  elle  devient 
•'  a 

'  u 

»-  0 

elle  est  donc  indépendante  de  «,  et  Ton  a 

•    0  "^  «0  "^ 

ou 

En  supposant  a  >  ^,  on  a 

0  **  t.'/>£ 


OU 

l>t     .  ,     ^  /  f         V  r  «rtî 


I)         /        -^- •-       -  Jjf  =  o(o)loj;-  -^   ;        ■: dx. 


INTfiGmALBS   DÉFINIES  ENTRE  LIMITES   IMAGINAIRES.    267 

l^on  fait  e  =  00,  on  a 


/        -:— ! €&?  =  ©(o)log- -f-hm  /       -^ ^  dx. 


»lle  est  la  formule  de  Frullani.  Si  l'intégrale  singulière 


at 


l  nulle^  elle  devient 


/"2l£^--'?-^^  =  ?(o)log| 


însî,  pour  ç(.r)=:cosT, 


Jr'^  cosax  —  cosbx    ,        ,      b 
ï ^  =  iog-: 


our  c>(ar)  =  e  ^,  on  a 


e-ax  —  g-bx  l, 

dx  =  loff-» 

0  -  « 


a  formule  (i)  peut  s'écrire,  en  remplaçant  ^{x)  par  ç'(x), 


ae 


^ ''dx=.o(o)los--^J^     ^dx; 

té^n-ons  par  rapport  à  a  depuis  c,  nous  aurons 


r       o(ax) — 9{cx)  —  (a  —  c)<D'(bx)x    , 
'  •  -,  •  dx 

•   u 

=r=  i  a  —  c)o'(o)logô  —  îp'(o)[aloga  —  a  —  clogc  -f-  cj 

opposons   que  <f{x)  soit  une  fonction  paire,  en  sorte  que 
.^^-TT-?!^ —  soit  fini  pour  x  =  o;  rf\ax)  sera  impaire  et 
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nulle  pour  x  =  o,  et  la  formule  précédente  s^écrira 


On  peut  prendre  e  =  oc,  et,  si  Fintégrale 
est  finie,  on  aura 

ainsi,  pour  5(x)  =  cosj', 

f*  cosax  —  cosca?   ,  ,  .  ir 
cLv  =  —  (a  —  c)  -• 
a:*  a 


EXERCICES  ET  NOTES. 

1.  On  a 

'*    ^inax      ,  I  r*  -^  I  i 


dx  =  - 


• 


(Legbndre.) 

2.     / xc/x  =  -- log(i-r-a),  SI  — i<a  <i, 

^/^      I  —  2acosx-f-a*  4^ 

=  — ^  log  (  ï  H )  si  a' 


(  Caccht.) 


3.     r  x^-^s\n(^  -bx\ 


rdx  T-  ^  .     A^ 


T*  H-  r*        a 


On  suppose  flr,  ^,  r,  5  >o.  (Caucht.) 


-       /•«        I  — rcosaO  .    .  x         i  — r 

4.     / r — — -  loffsinOrfO  =  -log — ; — • 

Jq      1  — 2rcos26-i-r*     ^  4^4 

On  suppose  /-  <t  i • 
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Pour  trooYer  cette  întë^ale  par  la  méthode  de  Cauchy,  on  fera 
iHen  de  la  transformer  en  posant  tang6  =  x,  (Caitcht.) 

En  déduire 

1C 


L 


Iogsin0d<d= log2. 


5.    Pour  r*<  I,  on  a 


X 


»       I  —  rcosa6        ,             ^^       ir,       \  —  r 
5 logtangOaO  =  -  log • 

0  ^ 

(Caugbt.) 

Voir  rexercicc  précédent. 

6.   On  a,  pour  r'  <  i , 

1C 


V- logcosOaO  =  -7  log  — ;— 


(CAVCHr.) 
Voir  l'exercice  4. 

7.    Prouver  que 


^     w..      w   ,,-      ..  ~  ,  »/A     T  -      2A:co9'6-4- A:« 

(  Foir  Briot  et  Bouquet,  Fonctions  elliptiques^  p.  148.) 

g.   Trouver  la  valeur  des  intégrales 

r  OJ^,       /  —     — r  «^• 


t,' — » 


9.   Trouver  la  valeur  de  l'intégrale 


r 


X ax. 


10-  Étudier  la  fonction  v^(j7  —  i)x,  et  dire  à  Tintéricur  de  quels 
contours  elle  reste  monodrome. 

il.  Étudier  la  fonction  ^x  -\-  ^x  —  1 . 
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12.  Soit  ^(z)  une  fonction  entière  de  2;  si  la  valeur  absolue  d 
est  moindre  que  1,  on  a 

Jdxoi  i)=   /     dx^(s\n^x); 
^          '  \n--2acosx-^aV      J^  '^  ^' 

si  la  valeur  absolue  de  a  est  plus  grande  que  1,  on  a 

r^j — Ë£!£ — .)=  r^,(!i^). 

JJj  ••  \  IH-  2a  cosx  -ha*/       J^  ^  \    a*     / 

(LiouviLLE,  Journal  de  Mathématiques,  a*  série,  t.  \I 
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CHAPITRE  Vn. 

INTÉGRATION  PAR  LES  SÉRIES. 


I.  —  Théorèmes  de  Cauchy. 

Rappelons  qu'une  série  est  uniformément  convergente 
(l.  I,  p.  32)  par  rapport  à  x  entre  des  limites  données 
(réelles  ou  imaginaires),  quand,  x  restant  compris  dans  ces 
limites,  on  peut  déterminer  le  nombre  n  de  telle  sorte  que 
h  somme  des  p  termes  qui  suivent  le  /i*^"*,  quel  que  soit/>,  ait 
OD  module  moindre  qu'une  quantité  donnée  s,  la  valeur  du 
nombre  n  ainsi  déterminée  étant  d'ailleurs  indépendante  de  x. 

Rappelons  en  second  lieu  que,  si  les  fonctions  de  x  repré- 
sentées par  I/o,  ^1,  •  •  'yUn^  •  •  •  sont  continues  dans  Tintcrieur 
d'un  contour  fermé  simple  C  et  que  si  la  série 


0(37)=  Mo^-Ml 


u 


n 


est  uniformément  convergente  à  l'intérieur  du  contour  C,  la 
valeur  '^{x)  de  celte  série  est  une  fonction  continue  à  Vin- 
térieur  de  ce  contour. 

Premier  théorème  nE  Cauchy.  —  Si  les  fonctions  réelles 
tto,  Ui ,  U2,  . .  • ,  W/i,  *  •  .ydex  sont  susceptibles  dUntégration 
entre  les  limites  Xq  etH.  de  Xy  si  de  plus  entre  ces  limites 
la  série 


u 


(l)  T(a?)=  Mo-^Ml-^--.- 

est  uniformément  convergente  et  représente  une  fonction 
^(x)  susceptible  d'intégration,  si  enfin  on  a 

xo<a<b<X, 
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on  aura 

Jf     ^{x)dx  =  j     Uodx -r-  j     Uidx  -^,.  .-+■  j     Undx-r...' 

Posons  en  effet 

Rn(ar)=  Mn+i -4- M;,^., -4- . . .  ; 

la  série  (i)  étant  supposée  uniformément  convergente  entre 
Xq  et  X,  on  pourra,  entre  ces  limites,  supposer  n  tel  que 
mod  Rrt  {x)<i  e,  et  de  (i)  Ton  déduira 

Jf     o{x)dx  =:^  I     Uodx-^'. ,  .-\    I     Undx -^  j     R„(jr)Éte. 

sera  moindre  que  e(6  —  a) ;  on  peut  donc  le  représenter  pa 
6e (6  —  a),  6  désignant  un  nombre  compris  entre  —  i  et  -4-  ^ 
de  sorte  que  l'équation  précédente  s'écrira 

r*b  pb  pb 

j     o(x)djr—   j     Uodx  --. .  .-^  j     Undx-h  ^t{b  —  a): 

si  alors  h  —  a  est  fini,  c'est-à-dire  si  les  limites  de  Fintégr 
lion  a,  h  ne  sont  pas  infinies,  ^t{h  —  a)  pourra  comme 
ùlrc  pris  aussi  petit  que  l'on  voudra,  et  la  formule  précéden 
deviendra,  pour  n  -—  x, 

r»b  ^b  pb 

j     o(x)dx  =    j     Uodx  -h. .  .-^   j     Undx  -h. . .. 

*-  a  *  u  ^  a 

C.   Q.  F.  D. 

Pour  bien  démontrer  la  nécessité  de  n'appliquer  la  formu 
précédente  que  dans  le  cas  où  «  et  ft  sont  finis,  nous  cons 
dérerons  la  série  uniformément  convergente  entre  o  et  00 

■  \  \  I 


(a7-T-l)2  i^x-x-lY  (>r-i-/i)« 
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[car  le  reste  peut  être  pris  <^  e  en  prenant  n  lel  que 


soit  <^  e],  et  nous  aurons,  en  intégrant  de  ^  à  oc, 


-/  "?<^>'^=^ 


-F  -h  -2  X->r  n         *  "  ' 


résultat  absurde,  puisque  le  second  membre  est  divergent. 

Second  théorème  de  Cauchy.  —  Si  les  fonctions  Uo^Ut, ..., 
Ua^  . . .  de  X  sont  synectiques  à  l'intérieur  d'un  contour 
fermé  simple  C,  si  de  plus  la  série 

est  uniformément  cons^ergente  à  l'intérieur  de  ce  contour  : 
1**  Ce  que  l'on  a  déjà  vu,  o(x)  est  continu,  et  monodrome 

dans  l'intérieur  de  C. 
2°  On  aura 

j    o{x)dx  =.  j     Uodx  -k~.  .,-r-  I     Undx -h. , ., 

le  contour  dUntégration  ab  ne  rencontrant  jamais   le 
contour  C. 
3**  Pour  tout  point  x  intérieur  au  contour  C,  on  aura 

d^  _  dun       du\  durt 

dx  ~   dx         dx       "  '  '     dx       '  '  '  ' 

^^  la  fonction  ç  sera  synectique  dans  le  contour  C. 

En  effet,  la  série  (1)  étant  uniformément  convergente,  on 
peut  prendre  n  tel  que,  quel  que  soit  x  contenu  dans  C, 

OB  ait 

mod  (  M„  ^-1  -r-  Un-^i  -- . . .  )  <  s 

OU    en  appelant  R  (x)  la  quantité  placée  entre  parenthèses, 

2)  mo(lR(x)<£, 

L.  —  Traité  d* Analyse,  III.  'î> 
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et  comme  (i)  donne 
il  viendra 


( 


mais,  en  appelant  ds  Télément  d'arc  du  contour  d'intégrs 
et  a-  la  longueur  totale  de  ce  contour,  on  a 

J\{x)dx=j\{x)^ds 
et,  si  l'on  observe  que  le  module  de  -^  est  égal  à  un, 

mod  /     R(j:)é/j?<   /     %.d$     ou     <7s. 

L'intégrale  /    Rrfx  peut  donc  être  représentée  par 

8  désignant  une  imaginaire  de  module  inférieur  ou  lot 
plus  égal  à  un,  et  la  formule  (3)  devient 

/     o(a?)rf>=    /     u^dx'\- .  .,-^  I    M^ctr -+-6(j£. 

Si  donc  le  contour  d'intégration  t  est  de  longueur  finie 
pourra  être  rendu  aussi  petit  que  l'on  voudra  et  Ton  au 

f     t;j{T)dx—   I     Uodx-^...-h   I     Undx  ^. .  .: 

de  plus,  si  l'on  prend  pour  contour  d'intégration  un  C' 
infiniment  petit  décrit  autour  du  point  x  intérieur  au 
tour  C  comme  centre,  on  aura 

r   o(z)     .      r  tt(,(z)  r  ujz)    , 

J  (z  —  x)'^  J  {z  —  .v)^  J  {z--x)^ 

c'est-à-dire  précisément  (p.  :>47) 

d^  _  ^^f^    .    ^"i  ^^*n 

dx        dx         dx  dx 

c.    (,».    F. 
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Remarques.    —  Il  ne  faudrait  pas  se  tromper  sur  le  sens  du 

ihéorème  précédent.  D'abord  nous  renouvellerons  ici  Tobser- 

Tation  déjà  faite  que  les  limites  a  et  b  doivent  ôlrc  finies  el 

!  que  l'arc  d'intégration  o-  doit  être  fini.  Mais  il  faut  bien  faire 

attention  qu  "il  n'est  permis  de  difierenlier  une  série  comme 

;  un  polvnônrie  que  si  elle  est  uniformément  convergente. 

Il  V  a  cependant  encore  un  cas  dans  lequel  on  peut  difl'é- 
:  rentier  les  deux  membres  de  Téquation 

o{x)  =  Mo  -+-  M|  -:-  •  .  .  -H  Mn  -^  .  •  •  î 

^■  comme  si  le  second  membre  était  un  polynôme  d'un  nombre 
fini  de  termes  :  c'est  celui  dans  lequel  la  série 


I 


\-  est  uniformément  convergente;  en  effet,  l'intégration  donne 


^- 


/  ^{^x^dx  =Wo-^  1*1-+-.  ..-f-  const. ; 

donc 

[  I '^{x)dx  =  o{x) -{- const, 

^     Cl,  par  suite, 

4'(^)  =  ?'(^)- 

Cauchy  a  fait  connaître  ses  théorèmes  dans  son  Cours 
professé  à  l'École  Polytechnique.  La  notion  de  convergence 
uniforme  n'intervient  pas  dans  les  énoncés  qu'il  en  a  donnes  ; 
mais,  certainement,  il  n'y  avait  pas  pour  l'illustre  auteur  de 
doute  à  cet  égard,  ses  démonstrations  supposant  implicite- 
ment l'uniformité  de  la  convergence.  Il  ne  considérait  évi- 
demment pas  comme  réellement  convergentes  les  séries  qui 
ne  relaient  pas  uniformément,  et  nous  pourrons  dire  à  ceux 
qui  voudraient  voir  ici  Cauchy  en  défaut  ce  que  M.  Clebsch 
disait  de  Jacobi,  à  propos  d'une  légèreté  qui  lui  avait  été 
attribuée  :  Jacobi  wâre  dock  nicht  so  kurzsichtig  ge^vesen. 


\ 
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II.  —  Extension  dn  théorème  de  Ganchy. 

Nous  avons  vu  que,  si  le  long  du  contour  ab  la  série 

(i)  tto(ar)-f-  M|(x)h-.  ..-h  Un{x)-^,,,=zf(^x) 

était  uniformément  convergente,  on  avait 

(2)  1     Ufidx -^  I     Uidx-\-...=  I    /(x)da:. 

Notre  démonstration  suppose  la  série  (1)  uniformément  con- 
vergente même  pour  a?  =  a  et  j:  =  6,  au  moins  en  apparence  ; 
mais  cette  condition  n'est  pas  toujours  nécessaire,  et  si  : 
1°  la  série 

Jf     Uodx  ■+-  I     UicLr  -{-,,,=  ^(x) 
a  ^  a 

est  telle  que,  le  point  b  —  h  étant  sur  le  contour  d'intégration, 

on  ait 

lim[cp(6)  —  cp(6  —  A)]  =  o    pour  A  — o; 

2°  si  la  fonction /(a:)  ne  devient  pas  infinie  pour  j:  =  6,  on 
aura  encore  la  relation  (2),  lors  môme  que  la  série 

serait  divergente.  En  effet,  le  point  x  étant  situé  entre  a  el 
b,  on  a 

/      Uodx -T-  j     Uidx-r...—    I    f{x)dXf 

*   a  *^ a  •   a 

et,  cette  formule  étant  vraie,  quelque  voisin  que  x  soit  de  i, 
elle  aura  encore  lieu  pour  x  =z  by  les  limites  de  ces  deu:^ 
membres  étant  les  deux  membres  de  (2). 

Théorème.  —  Lorsque  la  série 

est  convergente  pour  une  valeur  x  ^=^  dont  le  module  est 
R,  on  a,  en  appelant  [3  —  a  une  valeur  de  x  voisine  de  p, 


1 
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mais  intérieure  au  cercle  décrit  de  Vorigine  comme  centre 
avec  un  rayon  R, 

Hni[/(p  — a)— /(p)]=o     poura=o. 
Posons  en  effet 

nous  aurons 

/(x)=Q(^)--<;(ar). 
Par  conséquent 

/(P)  =  o(P)+4.(P), 

et 

(3)      yO  -«)-/(?)=  ?(?-«)>-oO)-4;0-«)-4;(P); 

or  on  a,  pour  x  =  p  —  a, 

si  nous  supposons  que  ^  —  a  et  p  aient  le  même  argument  (ce 
qui,  dans  le  cas  général,  est  à  peu  près  exact),  on  aura 

mod^'Car)    ou     mod^'CP  — a)<M( — ^ — ) 

tA  désignant  la  plus  grande  des  quantités 

mod  an-^x  ?'»-^S     mod(a„+.,  p»-^»  -+-  a«H-,  p»-^»),     .... 
il  en  résulte  que 

mod[ij;(p-a)-4;(p)]<2M; 
ia  formule  (3)  devient  alors 

0  désignant  une  quantité  de  module  inférieur  à  un.  Or,  en 
prenant  n  suffisamment  grand,  M  peut  être  rendu  moindre 


à 
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qu'une  quantité  donnée  e  ;  et,  en  faisant  a  suffisamment  voisin 
de  zéro,  on  pourra,  après  avoir  choisi  /i,  prendre 

çO-flt)-ç(P), 

tel  que  son  module  soit  inférieur  à  e;  la  formule  précédente 

donnera  alors 

mod[/(?- a) -/(?)]<  36; 

donc 

liro[/(p-a)-/0)]  =  o. 

Mais  nous  avons  supposé  ^  et  ^  —  a  de  même  argument; 
soit  alors  a!  un  infiniment  petit,  tel  que  P  —  a'  soit  de  module 
moindre  que  ^,  on  peut  prendre 

/(P -«)-/(?)<  e; 

donc 

lim[/(P-a')-/(?)]=o. 

C.   O.   F.  D. 

III.  —  Sur  la  continuité  des  lonctions  représentées  par  des  sérier 

Lemme.  —  Soient  Wi(^),  W2(x),  ...,  i//i(^),  .-'des 
fonctions  de  x  synectiques  à  r intérieur  d'un  contour 
fermé  simple  C.  Supposons  la  série 

convergente  à  V intérieur  de  ce  contour;  la  série 

sera^  quel  que  soit  t  pour  a  entier  >  i,  uniformément  con- 
vergente à  l'intérieur  du  contour  G,  pourvu  que  le  coeffi' 

cient  de  \/ —  i  dans  t  reste  fini. 

En  cfTet,  supposons  d'abord  que  t  ne  soil  aucun  des  enller^ 
I ,  Si,  3,  ...,/?,... ,  positifs,  la  série 

(3)  '  ' 


(J-,)^        {t  -;.)'■  (t  —  nf 
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est  convergente;  ii  j  a  plas.  eUe  est  absoIaiDent  confier- 
gente,  c^esl-à-dlre  qoVlle  ne  perd  pas  sa  convergence  en 
remplaçant  ses  termes  par  leurs  modales^  et,  en  effet,  en 
appelant  p  et  cii  le  module  et  Fargnment  de  I,  cette  série  des 

modules  est 


(l  —  2p  COSC0  -r-  p*>*  »  H*  —  aUSCi-rifl» — 5*  i* 

elle  a  ses  termes  moindres  que  ceux  de  la  série 


OU  au  moins  à  partir  d*un  certain  rang  de  la  série 

I         I  I 

_  ~~~    _  "~~  •  •  •  —""       ~~"  •  •  •  • 

eo  faisant  commencer  la  série  (3)  à  partir  d'un  terme  conve- 
^^le.  Cette  série  (3)  restera  encore  absolument  convergente 

Cû  multipliant  tous  ses  termes  par  j ^ .    )   ;  si  Ton  con- 

sidère  la  série  des  modules  des  termes  de  la  nouvelle  série  et 
quoD  en  multiplie  les  termes  respectivement  par  modi/|, 
'ïiodtf,,  . .  . ,  modi/„,  . . . ,  qui  sont  des  nombres  qui  restent 
3u-dessous  d'une  limite  fixe  et  même  qui  tendent  vers  zéro, 
On  obtiendra  une  nouvelle  série  convergente  a  fortiori.  Cette 
*ïoavelle  série  est  celle  des  modules  de  la  série  (2),  qui  est 
donc  absolument  convergente  et  représente  une  fonction 
S)Tiec  tique. 

Celte  conclusion  est  encore  exacte  quand  /  est  entier.  En 
^Bei,  si,  par  exemple,  /---2,  on  peut  faire  abstraction  du 
deuxième  terme  de  la  série  (2);  notre  raisonnement  prouve 
^ue  la  série  (2)  ainsi  modifiée  est  absolument  convergente; 
le  terme  supprimé  est  fini  pour  ^  =z  «^  :  la  série  (2)  elle-même 
est  donc  absolument  convergente. 
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Posons  maintenant 


(4) 


en  d'autres  termes,  appelons  A(jc,  /)Ia  valeur  de  la  série (2). 
La  valeur  de  la  série  (i)  ou/*(x)  sera  donnée  par  la  formule 

/{x)  =  i\,{x,  i)-t-^(ar,  2)-4-...-î-4/(x,  n)-^-..., 
et,  si  l'on  fait  attention  que  '}(j?,  n)  est  le  résidu  relatif  au 
point  n  de     ^^       ^ 


eJTtV-ir_, 


27ry 


ou  bien 


(5) 


t  =n 


l'intégrale  étant  prise  le  long  d'un  rectangle  infiniment  allongé 
dont  les  sommets  auront  pour  coordonnées  -f-  00  et  e,  Xq  et  s, 
Xq  et  —  £,  ooct  —  e,  Xq  désignant  un  nombre  compris  entre  0 
et  i  et  £  un  nombre  positif  fini;  la  formule  (5)  peut  alors 
s\'crire 


/(■^)- 


(C) 


/ 


^{t,(  h-e  /■ 


f.iTi{t  V -i-t) 


f!"]"' 


/. 


Je  (lis  que  les  inlé^ralcs  qui  fii^urent  dans  cette  formule 
sont  des  fonclions  continues  de  x  et  que  Ton  peut  leur  appli- 
quer les  règles  de  la  dilTérentiation  sous  le  signe  /  ;  il  ne  peut 

y  avoir  de  doute  à  cet  égard  que  pour  celles  qui  ont  une  limite 
infinie.  Considérons  donc  Tune  d'elles 
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qoi  devient,  en  remplaçant  ^  par  sa  valeur  déduite  de  (4)? 


f     ^UniT) 


[gtit(/v^-»-e)_  i] 


a-l 


[2ir(f  v^— I  — n/— i-f-  e)]" 


d(. 


|En  remplaçant  t  par  ->  cette  intégrale  devient 


^u„(x)—^ 


[e-Gv^-)__J 


a-l 


/*  hiT  (  -  /—  I  —  n  /^i  -+-  Ê  ) 


y//; 


k  fonction  placée  sous  le  signe   /  n'est  jamais  discontinue  si 

Ton  prend,  par  exemple,  a  =  4,  même  pour  ^  =  o  ;  et  la  série 
lonmise  à  l'intégration  est  toujours  uniformément  conver- 
gente; la  dérivée  relative  à  x  de  la  quantité  placée  sous  le 

iîgne  /  est  également  toujours  finie  ;  les  intégrales  qui  figu- 
rent dans  la  formule  (6)  sont  donc  continues,  et  on  peut  leur 
ippliquer  les  règles  de  la  différentiation  sous  le  signe    /  • 

L'application  de  ces  règles  revient  à  y  remplacer  «/«(j:), 
«^(jr),  ...  par  u\{x)y  u.^{x),  ...,  et  Ton  constate  alors 
que  Ja  valeur  de/'(x)  est  précisément 

u\{x)-+-  a',(a?)-f-.  ..-1-  Un(x)^ 

On  verrait  de  même  que  j  f{x)dx  est  égal  à 

/  U\  dx  -h  I  Ut  dx  -4-  . . .  -+-  /  Undx  -\-  .  ,  .^ 

pourvu  que  le  contour  d'intégration  ne  sorte  pas  de  Taire 
limitée  par  le  contour  C  et  ne  rencontre  pas  ce  contour.  On 
peut  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 

XHéoRÈME.  —  Soient  Wi,  u^y  •  •  ..  w,,,  .  .  .  des  fondions 
de  X  synectiques  dans  Vaire  circonscrite  par  le  contour 
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simple  G;  si  la  série 

est  convergente  à  V intérieur  de  cette  aire  : 

1"  La  série  (i)  représente  une  fonction  synec tique  dans 
cette  aire» 

2°  L* intégrale  de  cette  fonction  prise  le  long  d'un  con- 
tour intérieur  à  cette  aire,  ou  la  dérivée  de  cette  fonction 
à  V intérieur  de  cette  aire,  s'obtiendront  en  intégrant  ou 
en  différcntiant  tous  les  termes  de  la  série. 

On  a  trouvé 

,   .  X        ,  sxnix  sîn/ia? 

(2)  -=sinxH r-...H r-...; 

2  'X  n 

mais,  bien  que  pour  des  valeurs  quelconques  de  x  le  secood 
membre  soit  continu,  on  n'a  pas  pour  des  valeurs  de  x  ren- 
dant ce  second  membre  continu  le  droit  de  prendre  les  déri- 
vées, ce  qui  donnerait  le  résultat  absurde 

{  =  cosj?-^  cosaar-h.  ..-^  cos/ia?-+-.. ., 

le  second  membre  étant  divergent,  parce  que  la  série  (2)  n'est 
pas  convergente  dans  une  aire,  mais  seulement  sur  Taxe 
des  X, 

IV.  —  Calcul  des  intégrales  par  les  séries. 

Lorsque  les  moyens  que  nous  avons  indiques  jusqu'ici  pour 
le  calcul  des  intégrales  définies  ne  peuvent  pas  s'appliquer  à 
l'évaluation  d'une  intégrale  donnée,  on  essaye  de  la  déve- 
lopper en  série.  A.  cet  elTel,  on  développe  la  quantité  placée 

sous  le  signe    /  en  une  série  de  termes  que  l'on  sait  intégrer, 

et  pour  cela  il  y  a  en  général  plusieurs  moyens. 

11  semble  que  celte  règle  ne  s'applique  pas  au  cas  où  les 
limites  de  l'intégrale  qu'il  s'agit  d'évaluer  sont  infinies,  mais 
toute  intégrale  prise  entre  des  limites  infinies  peut  se  ramener 
par  un  changement  de  variables,  et  cela  de  bien  des  manières, 
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lire  prise  entre  des  limites  finies;  on  voit  donc,  en 
Ldes  nouvelles  variables  aux  anciennes,  que  l'on  aura 
al  le  droit  d'appliquer  la  règle  d'intégration  par  les 
cas  où  les  limites  de  l'intégration  sont  infinies.  Cette 
on,  toutefois,  tombe  en  défaut  lorsque,  par  suite  du 
lent  de  variable,  la  série  à  intégrer  perd  sa  conver- 
>ar  exemple,  la  série 

dx  dx  dx 


convergence  pour  .3  =  0,  quand  on  pose  jr  =  -;  elle 
?n  effet 


dz  dz  dz 


(i-i-z)«       (25-^i)«       (3z-4-i;» 

B  peut  pas  intégrer  la  série  proposée  entre  i  et  00. 
Terons  dans  la  suite  un  grand  nombre  d'intégrations 
éries.  Je  vais  choisir  ici,  comme  type  de  calcul,  l'éva- 
J'une  intégrale  très  célèbre  et  que  l'on  rencontre 
dans  la  théorie  des  Probabilités  et  dans  certaines 
s  de  Physique  :  je  veux  parler  de  l'intégrale 


X 

e-^^dx, 
0 


mière  méthode  consiste  à  remplacer  e  '*  par  son 
>ement;  on  a  alors 


JÇ^  /         x^         x^  _^         arî»         _       \ 

o      \  I  1.2  I  .2.3. .  ./i  '*"*  "/ 


dx 


itégrant  chaque  terme. 


x^  x^  x^ 

u  =  i 


1.3        1.2.5        1.2.3.7 

ie  est  très  convergente  pour  des  valeurs  de  x  infé- 

l'unité,  mais  elle  l'est  d'abord  fort  peu  pour  des 

m  peu  considérables  de  cette  variable.  Voici  une 
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méthode  qui  conduit  à  un  résultat  très  convergent  quand  i 
est  plus  grand  que  Funité  :  posons 


^xcLc; 


en  intégrant  par  parties,  on  a 


,      e-r'        r*       .  dx 

'IX  J^  'XX^ 


r 


JLX         4x>        J^    '  4x» 

g-x«       ^-3«       e-^«i.3.5        r*      _.  1.3.5 


Si  a;  est  un  grand  nombre,  u!  se  développe  en  une  suite  de 
ternies  d^abord  rapidement  décroissants,  mais  Tintégrale  qui 
joue  le  rôle  de  reste  finit  par  croître;  si  l'on  arrête  la  suite  à 
ce  moment,  on  peut  obtenir  la  valeur  de  tJ  avec  une  très 
grande  approximation  ;  on  a  alors 

a=   f"  e-^\lx—  f*  e  ^'dx=z)[]l-^u'. 

•0  ^    r  ii 

D'ailleurs,  dans  la  suite  u' ^  le  reste  contient  l'intégrale 

/        *     ,  ^J" 


.»• 


dont  on  trouve  une  limite  supérieure  en  la  remplaçant  par 


"     d.r  c 

(Ml 


Laplace  a  donné  un  autre  moyen  de  calculer  Tintégrale  en 
question;  en  la  désignant  toujours  par  w,  on  a 

II-   \      e--^'dx—  f      c-''df. 
Posons 


i:  =r^M'  ^      r-'d:-^r=^r-^ 


difiercBtûiii  ji  tois  ie^  àewL  membres,  on  tx\Ma^r 
de  (  I  ^  on  tire 


i  =  — i 


i 


* 


et  de  \a) 

Cette  formule  et  la  précédente  donnent  succe$MY<^mt^nl 

u== î 


2-F  —  p  , 


L  ^ 


IX 


2X-^ ^— 


u  = 


2X  -r 


ax— j-„ 


I 

/ 

2.r-f--       *        .. 

() 

7.x  -i-  - 

'XX  '\ 


Tel  est  le  développement  en  fraction  continue  do  lu  foni> 
lion  Uy  et  qui  fournit  la  méthode  la  pluH  ;ivantM|(iMiM;  pour 
le  calcul  de  la  fonction  U,  lorsque  x  eiit  Itit^  ^rtind* 

Voici  une  Table  des  valeurs  les  plus  ttin\)\ifyht%  An  Im  Ioim;' 
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lion  -'-  /    e""^*rfx,  Table  qui  est  surtout  utile  aux  personnes 
qui  s^occupent  du  Calcul  des  probabilités  : 


X  ~- 

o 

0 

I 

o,84'27CX>8 

1,163087a 

<>»9 

i,82i386^ 

0,99 

.1,3176754 

0,999 

•ji,75io6j4 

0,9999 

3 

0,99997 

X 

I. 

e-'^dx 


V.  —  Série  de  Bemonlli. 

Si,  dans  la  formule  de  Taylor 

f^x  +  h)---f{x)^hf\x)^^^f{x)^..., 
on    fait    h  —  —  x^    on    trouve,    en   échangeant    les   termes 

f(,r)=f{oi-x/\x)~^^f\x)-^--'^~r{x)-...: 

c'est  la  formule  dite  de  Bernoulli,  Mais  cette  formule  n'est 
autre  chose  que  celle  que  fournirait  l'intégration  par  parties 
de  /'  (  X  )  dx .  En  e  (Fe t , 

jT  f\,r)dx-.xf\x)-fxf''(x)dx 

La  formule  de  Bernoulli  est  donc  loin  d'avoir  aujourd'hui 
l'importance  que  pouvait  lui  attacher  son  auteur;  mais  il 
convenait  de  la  signaler,  parce  que  son  invention  a  précédé 
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celle  de  la  formule  de  Taylor,  ou  tout  au  moins  la  publicité 
de  cette  dernière  formule. 

Sans  préciser  les  limites  entre  lesquelles  doit  se  faire  Tin- 
\  tégration,  on  peut,  comme  nous  l'avons  vu  au  paragraphe  pré- 
;  cèdent,  par  une  répétition  indéfiniment  continuée  de  Tinté- 
^tion  par  parties,  obtenir  une  série  qui  pourra  diverger  ou 
I  converger  suivant  les  cas,  ou  qui  pourra  donner  une  valeur 
'-  approchée  de  Fintégrale  en  convergeant  seulement  dans  ses 
'  premiers  termes  pour  diverger  dans  la  suite. 

YI.  —  Application  an  développement  de  quelques  fonctions. 

On  sait  que  Ton  a,  pour  toutes  les  valeurs  du  module  de  x 
5^  inférieures  à  l'unité, 

(i\  =  I  —  a: -h  x» — , .  .rba:'»  — . . .; 

t  le  second  membre  de  cette  formule  est  uniformément  con- 
ï^  %'crgent  pour  toutes  les  valeurs  de  x  contenues  dans  un  cercle 
de  ravon  un  décrit  de  l'origine  comme  centre  (t.  I,  p.  34), 
mais  non  pas  sur  la  circonférence  de  ce  cercle.  Considérons 
on  contour  intérieur  à  ce  cercle  de  longueur  finie,  joignant 
Torigine  au  point  x^  et  intégrons  les  deux  membres  de  la 
formule  (i)  le  long  de  ce  contour;  nous  aurons,  pour  toutes 
les  valeurs  de  x,  telles  que  moàx  -<  i, 

^a>  log(i-+-a:)  =  X -»-  -ô '"— —•••» 

Cl  la  valeur  delog(i  -h  x)  qui  figure  dans  le  premier  membre 
a  pour  coefficient  de  y  —  i   l'argument  de  {i-^x)  compris 

entre    —  -  et  -f-  -;  en  effet,  x  variant  à  l'intérieur  du  cercle 

de  rayon  j/n,  décrit  de  l'origine  comme  centre,  à  partir  de  zéro, 
Targument  de  i -\- x  ne  peut  prendre  des  valeurs  différant 
entre  elles  de  plus  de  it  et  môme  de  i:.  Si  donc,  pour  ^  =;  o, 
on  prend  arg(i  -f-  a:)  =  o,  jamais  arg(i  -h  x)  ne  prendra  de 
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valeurs  supérieures  à  -  ou  inférieures  à -f  et  la  valeur 

deIog(i  -i-j!r)qui  figure  dans  (i),  devant  s'annuler  pour  x^co, 
doit  avoir  sa   partie   imaginaire,  qui  est  ^ — iarg(i4-x), 

comprise  entre et  H — -La  formule  (2)  a  encore  lieu 

pour  X  =  I  (p.  276)  et  donne 


1  III 

log2  =1 ^ô  —  7-+- 

Considérons  encore  Téquation 

qui  a  lieu  pour  toutes  les  valeurs  de  x  de  module  moindre 
que  un;  le  second  membre  est  uniformément  convergent  sur 
tout  contour  intérieur  au  cercle  de  rayon  un  décrit  de  Tori- 
gine  comme  centre;  alors,  en  intégrant  le  long  d'un  contour 
terminé  aux  points  o  et  jr,  intérieur  au  cercle  de  convergence, 
on  aura 

(  i )  arc tang X  =  x ^r  -^  —- ...± zp . .  . , 

il  'in  -h  i 

pour  toutes  los  valeurs  de  x  dont  le  module  est  moindre 
que  un.  La  valeur  de  arc  tango?  qui  figure  dans  le  premier 
membre  est  définie  par  cette  condition  que,  pour  x  -^0, 
arc  lai)g  j:'  --  o  et  que  la  valeur  que  prend  arc  tang  jc  au  point  x, 
qui  doit  être  de  module  moindre  que  un,  s'obtient  en  faisant 
varier  x  d'une  manirre  continue  sans  lui  faire  rencontrer  la 
circonférence  de  rayon  un  décrite  de  l'origine  comme  centre, 
circonférence  à  l'intérieur  de  laquelle  arclang^  est  mono- 
drome.  Pour  j:  =  i,  la  formule  (3)  donne  (p.  27G) 

T  r         r         I 

4       '~  3  ^5  ~  ^-^   •- 

cette  formule,  très  peu  convergente,  est  tout  à  fait  impropre 
au  calcul  de  7:.  La  formule  (3)  convenablement  transformée 
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^fpuraîty  au  contraire,  un  moyen  très  rapide  pour  le  calcul  de 
^celte  transcendante.  Il  est  facile  de  constater  que  Ton  a 


it       .  I  I 


U4)  ^  =  4  arctang^  —  arctang-^j- 

tî     En  eflet 


i 


î                          5  5 

1  arctang-  =-.  arctang =  arctang  -  -> 


,0 


I  îa  12 

4  arctang^  =  arctang —  =  arctang  — 


l'a  120 

I  — 


\ 


144 


=  arctang 


\  119/ 


I 


"                          ,                    1         Tt                             I  iq  I 

K  4  arctang-  —  -  =  arcUng j^  =  arctang-^-, 

*"^  "9 
Itfoù  Ton  tire  la  formule  (4). 

L»a  formule  (3)  appliquée  aux  fonctions 


I  T 

arctang-r    et     arctang 


5  ""l'ig 

b  lionne  alors 

i:  _      /l  I  1 

4  ~"^\5""3T1 


6a        5.5« 

/J î_^ 
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.23q5      •••) 


f  --  est  donc  la  somme  des  valeurs  de  deux  séries  très  conver- 

I^Dtes. 

La  formule  (2),  d'après  ce  que  l'on  a  vu  (p.   1^6  et  sui- 
i    irantes),  a  encore  lieu  pour  modo:  =  i,  pourvu  que  le  second 
membre  soit  convergent,  et  l'on  a  alors,  en  faisant 

X  =  cosô  -h  v^—  1  sin6, 

log(i  -H  cosô  -4-  v/  —  1  sin  6) 

ft        / .    -,       cos20-+-i/ — isin9.0 

=  cosO-f-i^— I  sinO —        -h... 

2 

L.  —  Traité  d'Analyse,  III.  19 
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OU,  égalant  de  part  et  d^autre  les  coefGcients  dey  —1  elles 
termes  indépendants, 

'  I      r/  û\*       '  9tn  A       cosaO       cos36 

-  log[(i  --  cosO)*-HSin*6J  =  cos6 1 .- 

arc  tans ^  =  sinO 1 ..- 

c'est-à-dire  en  observant  que  Targument  -  de  i  H-xeslcom- 

pris  entre et  H — > 

,  6  ^       COS2O       cos36 

loff  2  cos  -  =  cos  8 1 . . . , 

°  2  2  3 

6         .    ^       sin26        sin36 

-  =  smO 1 .. .. 

2  2  3 

Ces  formules  supposent  0  compris  entre  —  iz  et  n-r^*  On  voitt 
par  exemple,  que  la  seconde  formule  ne  saurait  convenir  a 
toutes  les  valeurs  de  0,  puisque  le  second  membre  ne  change 
pas  quand  0  augmente  de  27:,  tandis  que  le  premier  change 
évidemment. 

Nous  retrouverons  ces  formules  dans  un  autre  Chapitte 
et  nous  y  verrons  Pexplication  de  celte  espèce  de  paradoxe. 

VII.  —  Sur  la  résolution  des  triangles  par  les  séries. 

lleprenons  la  formule  (a)  du  paragraphe  précédent;  «^^J 
changeant  x  en  — (rcosO-t-ry — i  sinO),  elle  devient,  en 
vertu  de  la  formule  de  Moivre, 

log(i  —  rcosO  -  -  r  V       isin6) 

/        ^               ■  .    a\       r'(cos'20  H-  i/ —  I  sin9.0  ) 
r    —  r\cos  0-     y/      1  sini) j -^.•- 

ou  bien,  en  séparant  les  quantités  réelles  et  imaginaires? 

—      log(i -h  r2   -  2/' cosO) 
■         > 

r  ros  0        r-  cos  g»  0        r'  cos  3  0 


i  1  S 


•  •  ) 


/•sinO  /-sinO        r^sin^.O        r*sin3  0 

{2)    arc  tan''-  — ,   =  -     ; i a 

^  "^  I  —  rcosO  I  2  3 


f«:sLi:  :     "  c.   la 


■• 

r 

!• 

i 

r 

••  ■  -^— 

-:!• 

—    •  21 

£  —   I 

I  -  ji-r   c^  —  t i  £/»     '-  * 

-  ■  r 

t 

•ffet  qac 

•-4  ri  M  = 


•  •   - 1 


Tin.  —  Résolstiaa  As  r<»çxaiûa  u x^  ^  =  r».  ttr^  r 

>n  a  50u\enl  Lef-oln  i-r  ir>:  -■i:>r  c^îte  tîquitjon.  en  jvirtU 
eren  Ailronomî^  quau  J  >n  ac-'jî  p rojeler  un  An:  de  prànJ 
•le  sur  un  autre.  UèDy  ce  cà?.  2  r'UiDt  l'ire  a  projeler»  c  >a 
iection.  C  l'angle  de  l'arc  et  de  sa  projection,  on  a 

ri=:C0sC. 

^  formule ''2  ;du  paragraphe  précèdent  donne  la  solution 
'  équation 

Ung^  —  m  tangx: 
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on  a,  en  changeant  .3  en  a  —  jt. 


ou 


ou 


ou 


tang(a  —  x)  =  m  tangs 

tan^(a  —  x) 

=  m 

tanga 

tangsc  —  tang(a  —  x)  ___  i  —  m 
tanga-^  lang(a  —  x)  ""  ih- /n 

sinj^  I  —  m 


d'où  Ton  déduit 


sin(aaH-a:)        i-hm' 


I  —  m    . 
sintia 


I  -f-  m 
tangjr  =  — 


1—  m 

I cosaa 

i-h  m 


Si,  dans  la  formule  (2)  du  paragraphe  précédent,  on  fait 


\  —  m  - 

r  = el        0  =  aa, 

n-  m 


on  trouve 


X  = sin  i  a  -\-{  ) h 

I  -t-  ni 


/  I  —  w\'sin4 

\  1  -r-  /n  /  '1 


c'est-à-dire,  en  remplaçant  x  par  a  —  :;, 


I  —  m    .  .  f  \  —  m 

z  =  7. SI  n  'jt  a  —  il 

I  -T-  /;^  \\-\-  m 


j   sin4a  — . . .  ; 


si  Ton  fait  m  ==  cosC,  on  trouve 


---      =tang2}C, 
i-h  m  p  2     ' 


et  la  solution  de  Téquation  (ï)  est  donnée  par  la  formules 

5  =  a  —  tangî  J  C  sin  a  a  —  J  tang^  j^  G  sin  4  a  — 

Cette  formule  a  été  donnée  par  Lagrange  dans  les  Mémc^ 
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de  r Académie  de  Berlin.  Elle  fait  connaître  rapidement  z 
quand  l'angle  G  est  petit.  Dans  ce  cas,  on  a  très  approxima- 
tivement 


-5  =  a sin  2  a. 

I 


IX.  —  Formule  du  binôme. 


L^intégration  ou  la  diflTérentiation  permet  souvent  de  som- 
mer les  séries.  Considérons,  par  exemple,  la  série 

m  m  (m  —  i  )     . 

V  =  IH X-\ ^ X^-h..,, 

qui,  pour  x  réel  et  moindre  que  i,  représente  (i  4-  x)"*;  en 
diflerentiant  cette  série  uniformément  convergente  pour  toutes 
les  valeurs  de  x  dont  le  module  est  inférieur  à  un,  on  a 

fly       m       m(m  —  i)  mi  m  —  iMm.  —  il^    . 

-;-  = 1 î^ X  H jr«  -f- . . . 

dX  1  I  I  .  '2 


OU 


dy  r         ^  —  ï  (m  — i)(/n  —  i)    .  1 

dx  L  '  *  •  '^  J 

si  Ton  multiplie  les  deux  membres  par  j;  + 1,  il  vient 

dy 
(i.^^x)-j^^my; 

on  en  lire 

dy  _  mdx 

y  ~  i-r-.r 

ou 

log^  =  m  log(i  H-  ar)  -f-  const., 

c  est-à-dire 

K  désignant  une  constante  que  Ton  trouve  égale  à  un,  si  l'on 
observe  que,  pour  a:  =  o,  on  a  y  =::r  i  et  si  l'on  convient  de 


294  CHAPITIB    TH. 

prendre  la  valeur  de  (i  4-  a:)'",  qui  pour  :r  =  o  se  réduit  à 
l'unité  (*):  on  a  donc 

,  .  m  m(m  —  i) 

(i  -h  x)"*  =  IH a:  H x*-4-. . . 

I  1.2 

pour  toutes  les  valeurs  réelles  ou  imaginaires  de  x  telles  que 
mod  j:  <'  i . 


X.  —  Théorème  de  Canchy  sur  le  développement  des  fonctions. 

Soit  f{x)  une  fonction  qui  reste  monodrome,  monogène 
finie  et  continue  {ou  synectique)  à  ^intérieur  d'un  cercle 
de  rayon  R  décrit  de  V  origine  comme  centre,  cette  fonction 
sera  développable par  tous  les  points  intérieurs  à  ce  cercle, 
en  série  com^ergente,  par  ta  formule  de  Maclaurin, 

Pour  le  démontrer,  nous  partirons  de  la  formule  déjà  cilce 
tant  de  fois 

et  dans  laquelle  nous  supposerons  Tintégralc  prise  le  long 
du  cercle  de  rayon  II,  ou,  si  Ton  veut,  d'un  cercle  con- 
centrique à  celui-là  et  de  rayon  un  peu  moindre  que  K* 
Alors,  X  étant  intérieur  au  contour  d'intégration,  on  aura 
mod.r  mode,  et  Ton  trouvera  en  série  uniformément  con- 
vergente 

I  l  T  X'  x^ 


•  •  •  « 


par  suite,  (ï)  deviendra 


I  /*  /  \  X  x^  \ 


(')  Ceci    manque   peul-clrc  un   peu   de   clarté,   mais    nous  reviendrons 
bientôt  sur  ce  sujet. 


IVTtGftATIO!^    TAm    LE$    5tmiFS^  ^^.l^ 


7  ■  z  '  rtz 


a  r  I  —  I  L*  ' 


—  X  I  •       . ...      j^"  /  • 


Vf  une  formule  connue  i  p.  >47V 


X  — "  o. 


/■«,oi  = 


I . a . 3 . . .  n    r  f{  z's 


2 

e  <  2  )  donne  alors 

1  1 .  i .  i .  .  .  #1 

a  formule  de  Maclaurin  dont  la  convergence  e*t 
sans  qu'il  soil  besoin  d'examiner  si  le  resle  tend 

• 

clion  e^j  les  fondions  sin.r,  cos.r, .. .  sont  «yiieo- 
ns  toute  l'étendue  du  plan  :  donc  elles  sont  déve- 
suivant  les  puissances  de  .r,  pour  toutes  les  valeurs 
:[ue  l'on  savait. 

iCtions  rationnelles  restent  sjnenli(pies  tant  que  leur 
iteur  ne  s'annule  pas;  elles  seront  donc  diWcIop- 
it  que  le  module  de  la  variable  restern  infi^rieur  au 
le  la  racine  du  dénominateur  (jui  a  le  plus  petit 

le  sera  pas  développablc  par  la  formule  de  Macluii- 
î  qu'il  cesse  d'être  synectiquc  pour  x      o,  .  .  . . 

oquemenC,  si  une  /onction  est  dévcloppahltt  /?n 
'a  forme 

nte^  elle  est  synec tique. 
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On  sait  en  effet,  par  le  théorème  d'Abel,  que  la  série  (S), 
étant  convergente  pour  une  certaine  valeur  du  module  de:t,est 
convergente  pour  tout  module  moindre,  et  que,  pour  chaque 
valeur  de  x  ainsi  choisie,  elle  représente  une  fonction  con- 
tinue et  finie.  On  sait,  par  le  théorème  de  la  page  2^3, 
equ'ell  a  une  dérivée;  donc  elle  est  synectique  à  rintérieur 
du  cercle  de  convergence. 

On  sait  d'ailleurs  que  le  développement  de  /(x)  ne  peut 
pas  se  faire  de  deux  manières  différentes;  il  a  donc  lieu  sui- 
vant la  formule  de  Maclaurin. 

XI.  —  Formule  du  binôme. 

La  fonction  (i  -f-  ^)'^i  quel  que  soit  m,  est  monodrome^ 
mono  gène,  finie  et  continue,  pour  toutes  les  i^aleursdex 
dont  le  module  est  inférieur  à  un,  c^est-à-dire  comprises  à 
rintérieur  d'un  cercle  de  rayon  un  décrit  de  l'origine 
comme  centre  (mais  non  sur  la  circonférence  de  ce  cercle). 

En  effet,  on  a 

(A)         (1 -T- j:')'"  —  [m()(l(i    ~  JT)]'"  (cos  m  OL  ^  ^^~  i  <in  m  :l): 

a  désignant  rargument  de  i  -h  x,  le  module  de  i  -t-  x  et  sa 
puissance  ni^  sont  bien  déterminés  pour  toutes  les  valeurs 
de  j;;  mais,  d'après  ce  qu'on  a  vu  (p.  2'.>.5),  l'argument  a  de 
i -\- X  n'est  monodrome  qu'à  l'intérieur  des  contours  qui  ne 
contiennent  pas  le  point  —  ï  ;  donc  cet  argument,  et  par  suite, 
en  vertu  de  la  formule  (A),  la  fonction  (i  -j-  j:)'",  sera  mono- 
drome à  l'intérieur  du  cercle  décrit  de  Torigine  comme  centre 
avec  un  rayon  un,  puisque  ce  cercle  ne  contient  pas  le  poinl 
—  ï .  Donc  : 

(  I  -i-  x)"'  est  développable  par  la  formule  de  Afaclaurm 
pour  toutes  les  valeurs  de  x  dont  le  module  est  moindre 
que  un. 

En  posant 


•n  a 


«th 


(I) 
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/f^(x)=  m{m  —  \).,.{m  —  n  -r- i)(i -!-ar)'«-«, 
/*(o)=  m  (m  -  I)..  .(m  —  /»  -t-  i), 
formule  de  Maclaurin  donne 

(-  ^^  m  m(m—\)    . 

I  1.2 

Îm(m  —  i). .  .(m  —  /i  -^  i) 
1.2.3. . . n 


^97 


x» 


(Test  la  formule  du  binôme  généralisée,  et  étendue  au  cas  oii 
X  est  imaginaire.  La  valeur  de  (i  -f-  x)'^  développée  par  cette 
formule  est  celle  qui,  sans  cesser  d^étre  monodrome  dans  le 
eercle  de  rayon  un,  décrit  de  l'origine  comme  centre,  se  réduit 
i  I  y  pour  X  =  o.  Elle  est  caractérisée  par  ce  fait  que  son  argu- 

mr     ^         rrnz 

ment  reste  compris  entre et  -i — —  • 

On  peut  déduire  de  la  formule  du  binôme  plusieurs  for- 
mules intéressantes  :  d'abord,  si  Ton  change  x  en 


r  cos8  ±1  yj —  irsinô, 


on  a 
fcrcosO 


m 


m(  m  —  i) 


r^ — isin6)'»«  =  n-     -rcosô-f- 

I  I  .  -2 


r*cos2Ô  - 
=b(  — rsinô-i -  r'sin^O 


donc 


( 


1  .2 


V  -«; 


L  (i  -i-/-cose-+-rsin6v/— i)'"-f-(i 
'  I       =2H rcos6-f--  "^ —    - 


—  i)'"-f-(i  -f-rcosô  —  rsinO  y/ —  i) 


m 


-     r'cos2  0 


•  •  •  I  > 


.3,! 


\ 


i   (i  -^  r  cosÔH-  r^ —  isinô)'"  —  (i  -h  rcosO  —  /•  y^- - 1  sinO)" 
I       =2       -  r  sin  8h r*sin20  -    . . .     ; 

51,  en  particulier,  on  suppose  m  =  —  i ,  on  a 

1  -'—  r  cosô 
(A  ) . =  I  —  rcos6  -f-  r*cos20  —  HcosSO  -i. . . , 


rsinô 
^    '     I  -r-  arcosô  -t-r* 


=  r  sin6  —  r*  sin2  0  --  r'sinSO  — . . . . 
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Ces  formules  (4)  et  (5)  supposent  r<i;  elles  subsistent 
quand  on  change  r  en  — r;  en  les  intégrant  de  o  à  21^,  on 
trouve,  en  vertu  des  formules  (p.  go),  après  avoir  multiplié 
par  cosmô  ou  sinmO, 


•*^  I  -h  r  cosB 

I  -+-  2rcos6  -h  r' 


/       cosm6 ^ dB  =  ir  Tcr*", 

J^  I -+- arcosO -h  r' 

/       sinmO — .  — .=i.-rr"« 

J^  iH-arcosO -H/** 

et,  en  changeant  r  ^n  —  r, 

r*'^  .         ,._rcose         ^ 

I       cosmO       -  ,, oo  —  Tcr*», 

,/.  1  —  2rcosO-f-r* 


0 


I  —  2rcos6  -i-  r* 


Si  dans  la  formule  (i)  on  suppose  x  remplacé  par  x^  et 

I 
/n  = >  on  a 

2  a.  4 

et  en  intégrant  de  o  à  x,  le  module  de  x  étant  inférieur  à  un, 

r\    I      /  /         «\  »  -^^        1.3  0-5       1.3.5  j*7 

1    ô         2.4    5         •ji.4-^>    7 

on  a  de  même 

-i  I  1.3 

(I  —  x^)    ^  —  i -^-    -  T^ -^     '     jr^~..., 

2  2.4 

et  en  intégrant  de  o  à  a: 

(7)  arCSina^rrra-H ^_      -4-   _  -f.       __ }- j 

2      J  2.  I      0  2.4  •»     7  1 

Les  formules  (6)  et  (7)  n'ont  lieu,  bien  entendu,  que  j 
si  modj;  <;  i  et  les  valeurs  développées  sont  celles  qui,  sans  \ 
cesser  d'être  monodromes,  se  réduisent  à  o  pour  x  =  o. 
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XII.  —  Quelques  autres  développements. 

îLa  seule  difficulté  que  Ton  rencontre  dans  Tapplication  de 

simule  de  Maclaurin  est  la  formation  des  dérivées  succès- 

des  fonctions  que  l'on  veut  développer.  Nous  avons 

iqué  plus  haut  un  moyen  de  former  ces  dérivées  dans  un 

id  nombre  de  cas;  néanmoins,  nous  allons  faire  Tappli- 

ion  de  la  formule  de  Maclaurin  à  quelques  fonctions,  à 

des  développements  importants  auxquels  elle  conduit. 

!  Proposons-nous  de  développer  sinmj:  en  série  ordonnée 

mt  les  puissances  de  sin a:.  Posant  w--=:sin  m  j;etj^--  sina:, 

R  sinmx  =  u=  sin(marcsin^)  :  donc 

du  _  /n  cos(m  arcsinj^) 


du  i/i  —  a' 

/du\^ 


différentiation  donne 


du  d^u  ,  -^  f  du\^  ^     du 

dy  dy^^       -^  ^  \dy  )  ^  dy 

du 


l,  en  divisant  par  2  ^> 

d^u  f         ^.         du  ^ 

»pliquons  la  formule  de  Leibnitz  (t.  I,  p.  83)  et  différcn- 
msn  fois  de  suite,  nous  aurons,  en  désignant  les  dérivées 
rec  des  indices, 

-*(i — y^)  —  2nu'^-^^y  —  n{n—  i)u^—  u^^^y  —  nu^-^m^u^  -o; 

mr  r  =:  o,  on  a 

a"-^*  —  n{n  —  i) a»  —  nu" --  m*  W»  —  o 


Soo 
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OU 


a"^'  =  a"  (  /i'  —  m*  ). 


Appelons  u^  et  u\  les  valeurs  de  sinmx  et  de  sa  dà 
relative  à  sino:;  quand  on  suppose  sinx  =  o,  on  aura 

m'=  —  UQ/n^f        tt"=aom*(m'  —  a*),         ...» 
u'^r-.  —  u\(m^  —  0)y         tt'=  tt'o(/nï  — i»)(/n»  — 3»), 

on  pourra  donc  écrire  le  développement  de  sinmx  en  fc 
tion  de  sinx  par  la  formule  de  Maclaurin.  Si  Ton  app 
le  plus  petit  arc  positif  ou  négatif  ayant  pour  sinus  sinx, 
le  plus  petit  arc  ayant  pour  cosinus  sin^r,  on  trouve 


cosmx  = 


I sm*j^ -T ;— - — ^sin*a? — ..., 

"  ~  1.2.3.4 


1.2 


sinmx  -:  m  I  sm  j* 


[■ 


/M»  — I«     . 


I  .2.3 


-sin'r 


(m»  — i«)(/?i»— 3M   .  ^ 

sin* 

I .2.3.4.3 


JT— . 


cos  m  a  — 


/M*        .  m'(m*  — 2*) 

-  I cos*x  -i — — -  cos* a:  — . . . , 

"    '  1.2.3.4 


1.2 


sinma  --  m 


r  m»  — I  ,  (;|iî-.it)(;nî—  3î) 

cos j:  —  ■    cos' JT  -^ — ..—,-> cos*3r  — , 

L  1.2.3  1.2. 3. 4*5 


cosmj'  —  cos  w  A- 7:  cos  m  a  zr  s'innik-!:  sinma 

r- cos(2A* -f- O  -   *' cosma'ih  sin(2A: 

2 

sinmx  -    sinmA-  cos  m  a  z^  cos/ziAr  sinma 
-    sin(2A- -h  1)  -     -  cosma'^z  cos(2A: 


i) sinma, 

2 


i) smma. 

2 


Les  signes  supérieurs  correspondent  au  cas  où  k  est 
les  signes  inférieurs,  au  cas  où  il  est  impair.  (Poinsot, 
lyse  des  sections  angulaires.) 

Une  foule  de  formules  peuvent  se  démontrer  de  la 
manière  :  ainsi,  en  posant 


méi 


y  =  arcsinx, 


on  a 


7- 


V^i  —  x^ 


et 


r'ni-^')  =  i; 
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différenliant,  Il  vient 

I,  supprimant  le  fadeur  2y\ 

différentiant  n  fois  de  suite  par  la  formule  de  Leibnitz  et 
faisant  x  =  o,  on  trouve 


en  conclut 


arcsmâr  =  x  -\- 


y/l-+-l  ^^  /l^V". 


i  x^        1.3  ar*         1 .3.5  a?' 


a    3        a. 4    5         2.4.<>   7 


►ur  toutes  les  valeurs  de  x  telles  que  modo:  <!  i . 

En  posant 

y  =  (arcsinx)', 


y  =^y 


v/i  —  X* 


y  >J\  —  x^=iy\ 

[eo  différentiant  une  fois  d'abord,  en  supprimant  le  facteur  aj  ', 
[et  en  continuant  le  calcul  comme  tout  à  Theure,  on  trouve 

a  a:*        a.4  a:^        a.4.ft  a?* 
(arcsmx)»  =  or' +  5  -  +  3-3  ^  +  33^ -,- +. . . . 


Xm.  —  Ptdssance  d*ane  série. 

On  a  quelquefois  besoin  de  développer  une  expression  de 
la  forme  [/(^)]"*,  log/(a:),  e/^^^  ....  La  formule  de  Mac- 
lanrin,  même  avec  le  perfectionnement  de  Cauchy,  serait 
impropre  à  cet  usage,  à  cause  des  difficultés  que  Ton  éprouve 
à  former  les  dérivées  successives.  Si  Ton  connaît  le  dévelop- 
pement de  f{x)j  on  en  déduit  celui  de  [/(^)]'"  comme  il 
suit  :  soit 


(I) 


f{x)  =  ao-h  a^x  -H  a^x^-^. .  .-h  a^a:'*  H-. . ., 


M3L  cBtLnrmm. 

d  1*1  :  nx  ôrànii.  fin  jerenim:  les  àèsivéùs  loigmritlmiîqi: 

—    =  IK  ^: 

i.  '   X  • 

*L  J  iiL  noniiuirt  Miic^/"  jr    joc  sa  i:iinir  t  i)«>t  u  par 

7'.  —  f  •  J"  —  '^^  —  -  ■  -  —  '*»'**  — , 

iXL   k. 

f._  —  I  f .  r  —  :  f-  r*  —        —    %  —     ■/  ,^:  r*  —  -    ,  '  «f  —  a . x  —  —  —  a, 
—  f»-fi  —  lA--?—        —    »  —  :  '*»^'X*  — .  - .  *  fc* —  l'aJ-  — —  b 

Ex  <&T:iiA.r:  j-f-  T»r:«iiùi*  rt  «d  «-.^lant  à  zéro  les  c 

T»;  :     - .  r  ,  —   4  7IS.-3*  f 'I  —  1  lî^  f'.  =r  o. 


—  —     ?^:  •:  —  î    II ,  f  ; 


-.   -—   r 


■  .   •  _  • 


t_.  :,     -    •.  —  î    f  5.;  fî,  =  o. 


Efi  ci.>er\i!i:  que   f ,  ^^  tr,**.   ce>  équations  fourniront, 
*vi;*  î  ,r:rï-:  ie  -itrUrr^iinints.  s.^it  j\îr  un  calcul  de  procl 

prcch»;.  iTf  ^...-fri.  itriî>  ^-i.  '^ /> 

^^i  //<  t?t  eûl>.r  et  po>:tît'.  la  série  qui  donne  le  dèvelc 
nj»rnt  dr'  F/'  X  "*  aura  un  ravon  de  convenrence  au  n 
<:gal  d  celui  dt-  la  série  qui  donne  / •  x  ;  sinon,  une  p 
discussion  sera  nécessaire  pour  tîxer  le  nouveau   ravo 


con\erf:ence. 


Le  développement  delog/(x»  s'obtient  un  peu  plus 
pleincnt.  En  effet,  en  posant 

il  vient 
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en  sorte  que,  si  l*on  pose 

M  =  Co  -T-  Cl  a?  4-  Cl  ar*  -4- . . . , 
on  aura 

(Ci  —  aCj4r-T-3Cjar*-f-...')(ao-T-  OiX-ha^x^  -h.  ..) 
=  ai -T- 2^1  a: -r-  Za^x^-r- 

En  égalant  alors  les  coefGcients  de  x,  x^,  x^,  ...  dans  les 
deax  membres  et  en  observant  que  Go=logao>  on  a  une 
série  d'équations  du  premier  degré  donnant  G|,  C^.  .... 
Enfin  le  développement  de  ef^^^  s'obtiendra  en  posant 

u  =  ef^^ 

-   et  en  prenant  les  dérivées  logarithmiques 


u 
u 
ou 

f  u'=ufix); 


|.   d'où 


en  remplaçant  u  par  Go  -h  C|  j:  -^  C2  j:^  -i- . . . ,  Tidentification 
fera  connaître  Go  G|,  C2,  •  •  •  • 

La  même  méthode  s'appliquerait  à  la  recherche  des  déve- 
loppements de  siny(x),  cos/(j:),  .... 


XIV.  —  Formule  de  Laurent. 


Reprenons  la  formule  (p.  246) 

laquelle  a  lieu  pour  toutes  les  valeurs  de  x  situées  à  Tinté- 
rieur  d'une  aire  G  o\i/(z)  reste  synectique,  et  dans  laquelle 
le  résidu  se  rapporte  à  l'infini  x  contenu  dans  cette  aire  G. 

Supposons  actuellement  que  la  fonction /(5)  reste  synec- 
tique à  l'intérieur  et  sur  les  contours  d'une  couronne  circu- 
laire, limitée  par  deux  cercles  de  rayons  R  et  r  décrits  de 


^1- 

*  «r- j:»-ît»-      -minf»*   ■.*ntrp.  ?'^nr  ^.'laiiier  tan&  îe  ■ris-  Le  nsÂds 
îî;:    -nm*    un-        .    i  r^uiira    f  d>rrrt  _nuf:rrrr   tans  îe  â<9ff 


•.-   tui    !•  an i-rr* 


ja  itiPi   11  ai',  iii    it*Ti   le    :   . 


/       -^ ^         J 


i  i:»:' ^»r  -J.  .^r'.'-ur  c  ..i  :  .*i7  .an.*t  '1,  Lr*:»  ri;iiiti:r?â^  placées  sous    I 


/  ■■        .  \ 


ITk  -i 


Y- 


] 


/  w    ►:••    :   :- ,    :-.-;.::  Ci:.!'?  ':n  i:ne -i  >'ible  série  ordonnée 
-.  ,;.^r.*  .-s  :  -..-Tiri-:-;;  î*.:vri Jinte?  et  de^cendunles  de  j:  le 


—  I 


■JT.     1 
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Ia  formule  que  nous  venons  d'établir  est  du  commandant 
Laurent;  c'est,  comme  Ton  voit,  une  généralisation  de  celle 
de  Cauchy  (p.  294)>  et  Ton  peut  dire  que  : 

Théorème.  —  Si  une  /onction  est  synectique  à  V inté- 
rieur d^une  couronne  circulaire  comprise  entre  deux 
cercles  décrits  de  V origine  comme  centre,  elle  est  dévelop- 
\  pable  à  l'intérieur  de  cette  couronne  en  une  double  série 
ordonnée  suivant  les  puissances  ascendantes  et  descen- 
dantes de  X. 

Mais  il  est  clair  que  cette  propriété  n'appartient  plus  aux 
points  situés  sur  les  cercles  mêmes  qui  limitent  la  couronne. 

Znr.  —  Du  point  de  vue  auquel  on  peut  considérer  les  résidas. 

Nous  avons  appelé,  avec  Cauchy,  résidu  Aef{z)  relative- 
ment à  une  aire  A  l'intégrale -.=  / /(z)dz  prise  le  long 

da  contour  de  cette  aire;  mais,  avant  de  donner  cette  défini- 
tion du  résidu,  Cauchy  appelait  résidu  de  /(z)  relatif  à  un 

infini  c  de  cette  fonction  le  coefficient  de dans  le  déve- 

z  —  c 

loppementde/(>3)  suivant  les  puissances  de  _  .  Cette  défi- 
oition  rapprochait  la  notion  du  résidu  de  celle  de  la  dérivée. 
D'après  le  théorème  de  Laurent,  le  coefficient  de  -  dans  le 

développement  de /(x)  est  précisément —=  1  /(z)dzy  ce 

qui  montre  l'accord  des  deux  définitions,  car  le  coefficient 

de  — - —  serait  encore  la  même  intégrale  prise  le  long  du 

cercle  ayant  pour  centre,  non  plus  l'origine,  mais  bien  le 
point  c.  D'ailleurs,  si  l'on  a 

A  B 

•' ^    ^      X  —  c       (a?  —  c)* 

L.  —  Traité  d* Analyse,  III.  20 


' 
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on  intôgrant  les  deux  membres  le  long  d'uD  cercle  dé* 
point  c  comme  centre,  on  a  bien 


I  f{^s)dz  =  ai:/— I  A. 


r?.  -  QaélqQes  théorèmet  concemint  les  produits  infl 

IjO   produit    M  —  n,Vi -r-«a)  . . .  (i -î- a„)  . . .,  co 
d'un  nombre  infini  de  facteurs,  est  convergent  lorsc 
pr^vluil  des  n  premiers  facteurs  tend  vers  une  limite 
miniv  qu^ind  n  croit  indêlinimenl.  Cette  limite  est  la  t 
du  pri^duit. 

l.c  prvHiuii 

pour  rtTx*  oon\erpent  doit  ë\'idemment  être  tel  que  so 
tour  itMicral  tonde  \ors  un;  a^  doit  donc  avoir  pour 
roi\^. 

rHVOT.iMv  1.  S/  «7i.  11:.  .  .  .  sont  positi/s,  ta  conc 
r,:  /f>>,j:'\-*  e-;  s\''/î>7ntcp-urtjur  Ir  produit  (i)  soit  co 
i-î":'  i'y'  .:".■•  -î  >•  '•:*  «ï,.  «ï».     .  . ,  (7„,  . .  .  /i'  soit. 

Fn  otVc  :.  on  a 

:       .:     ...    I  -  -  .3  ■     ^   1  —  cil  —  rtj  — , .  ,-r-  a„: 

<'\  dono  1.1  >orio  crvMt  indi  lininiont.  il  en  est  de  même  dt 
duil  :  par  sullo,  >i  la  série  est  divorcente,  le  produit  Va 
second  lion,  on  a 

I  -   ;;:-^  0»  .         I  -  rti<  o-»i. . .  : 
donc 

or  lo  produit  oroîl  a\oo  'k  mus  il  ro>le  toujours  moindre 
e--*,  qui  a  une  \alour  dôlcraiinee.  puisque  la  série  est' 
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▼ergenle;  donc  le  produit  lui-même  a  une  limite,  c'est-à-dire 
est  convergent.  c.  q.  f.  d. 

On  remarquera  que  cette  limite  est  différente  de  zéro. 

Théorème  II.  —  Si  la  série  «i  4-  «2  -i-  •  •  •  -^-  û,,  -f- .  . .  à 
termes  positifs  est  conçergente,  la  série 

Ml  -I-  Mt  -H .  .  .  -i-  Mn  H-  .  .  . , 

iioni  les  modules  des  différents  termes  sont  ai,  aa,  ■  •  ., 
a^,  . .  . ,  est  convergente  et  le  produit 

(l)  (l  -^  Ml)(l  -H  Mj)-  •  •(>  -+-  Ma).  .  . 

rest  aussi. 

11  suffit  de  prouver  que  la  série 

(a)  /(l-t-  U|)-r-/(l-i-  at)-h...-l-  /(l-+-Mn)  -^..  . 

est  convergente,  les  logarithmes  étant  pris  avec  une  valeur 

de  leur  argument  comprise  entre et  H —  (on  suppose  a^ , 

a,,  .  .  .  moindres  que  i  ).  On  a 


M?        u} 


/(H-M,)^M|—  -^   -h-^ 


or 


„od(^î-î^+...)<i(«î  +  a?+...)    ou     <^^^y 
on  peut  supposer  ai<^  ->  et  Ton  a 

et  ^  —  ^  -h . . .  peut  être  représenté  par  6|  a\^  6|  désignant 
une  quantité  de  module  inférieur  à  i  ;  alors  on  a 


n 


2log(i-hM/)  =  2M/-h2e/a? 


3o8  CBAriTEl  TIL 

m 

Or^ug  lend  vers  ane limite,  puisque k  série  tf i  +  u 

est  convergente;  h  série  ai  +  Oa  +  •  •  •  éUnt  convei^ 
série  a^  -H  a, +•  •  •  le  sera  a  fortiori  et  %%  a\  -r-  ^s^ 
le  sera  en  verta  d'un  théorème  connu.  Si  donc  on  fait 

la  formule  précédente  montre  que  ^log(i  +  ui)  a  une 

donc  la  série  (2)  est  convergente  et  il  en  est  de  m* 
produit  (1). 

Théorèxe  III.  —  Si  la  série  à  termes  positifs 

«I -♦- «s -H. .  .-h  a» -♦-. . - 
est  conçergente^  le  produit 

(1  -4-  air)(i  -H  HfT). .  .(1  -♦-  a^r). . , 
sera  convergent,  si  r  est  positif. 

Carla8érieair-h<Ï2''-H-  •  --Hû^iir-i-. . .  est  conv< 
el  à  termes  positifs. 

Théorème  IV.  —  Si  la  série  des  modules  a^^  c 
de  Wo  U2j  ...  est  convergente,  le  produit 

(l  -¥-  UiX){\  -h  UtX),  ,  .(1  -r-  Unr)-r-.,  . 

sera  convergent. 

Parce  que  la  série  des  modules  àe  u%Xy  1/2 J?  est  c 
gente. 

Théorème  V.  —  Si  la  série  des  modules  ûi,  q 
de  Uij  U2j  •  •  •  est  convergente,  la  fonction  représent 

le  produit 

(i  -h  Uia:){\  -h  UfX), .  .(1  ■+■  Unx), . . 

est  synectique  dans  toute  l^ étendue  du  plan. 
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En  effet,  soit  r  le  module  de  x\  considérons  le  produit 

convergent 

(i-t-  air)(i -t-  oir). .  .(i  -4-  anr)  =  P„. 

Soient  5|  =  Sa/,  ^2  =  ^^i^j7  ^s  =  ^ctidjak^  ...  ;  on  aura 

P»  =  n- Il  r -i- Jir«-4-. .  .-h  iiiT»; 

on  a,  en  général,  pour  |x  <^  n  et  r  =  i ,  5^  <  P;,  et  a  fortiori 
*(i<  P,  P  désignant  la  limite  de  P;,  pour  P  =  oo;  or  s^  croît 
avec  n,  donc  Sy^  a  une  limite  s^  quand  on  fait  croître  n  indéfi- 
niment. Maintenant  soit 

P'^  =  I  -t-  /,  r  -+-  y,  r  «  -4- . . .  -t-  *';„  r"»  ; 

on  a  toujours  Pto<  P;  si  donc  dans  5i,5a,  . .  .,5^,  seulement, 

on  fait  croître  n,  cette  inégalité  étant  toujours  satisfaite,  on 

aura 

P'  <P' 

mais  on  a  certainement  P',„<  P,  car  P';„<  f^m+i  ^^  ^m+i-^î 
Dïais  P^  croît  avec  m,  donc  P^  a  une  limite  P  au  plus  égale 

iP;  mais  inversement 

P»<P'; 

or  P;,  croît  avec  n  dans  P  <  F  :  donc  enfin  P  =  P'. 
Maintenant  considérons  le  produit 

Un  =  (l  -H  UiX){l  H-  Mja?).  .  .(l  H-  M/iar), 

6t soient  a*,,  0*2,  ...  la  somme  des  quantités  ^i,  2^2*  •  •  «^  <</i 
la  somme  de  leurs  produits  deux  à  deux,  etc.,  on  aura 

n»  =  I  -I-  ffi  a?  -f-  ffjo:*  -h . . .  -h  ff/ja?"  ; 

les  sommes  o-|,  o-j,  ...  tendent  vers  des  limites  détermi- 
nées ^'|,  0*2,  . . . ,  parce  que  les  sommes  des  modules  de  leurs 
termes  5|,  52,  ...  tendent  elles-mêmes  vers  des  limites  déter- 
niinées  (*),  soit 

Il'„  =  I  -h  a'i  a?  -h  (/,  a?«  -+- . . .  -L-  (/;,  a?»  ; 


(^)  Les  sommes  s^y  1,,  . . .,  9,,  9,,  ...  ne  sont  pas  à  proprement  parler  des 
*^tt;  mais  il  est  facile  de  voir  que,  si  *„  *,,  ...  tendent  vers  des  limites 
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or  n^  a  une  limite  quand  on  fait  croître  n  indéfinir 
la  série  des  modules  de  ses  termes  i  -\- s\r  -r-  s'^r^  - 
convergente.  Appelons  II'  cette  limite,  je  dis  que  II' 
effety  la  difTërence  entre  II),  et  Wn  a  un  module  moi 
la  différence  entre  V^  et  P;,;  or  P), —  P;,  a  pour  lim 
donc  n),  et  II^,  ont  la  même  limite. 
Or  la  série 

étant  convergente  dans  toute  Tétendue  du  plan,  re 
une  fonction  synectique.  Le  théorème  se  trouve  < 
montré. 

Corollaire.  —  La  série 

représente  une  fonction  synectique  de  ^  à  Pintérie 
série  de  couronnes  circulaires  dont  les  rayons  succeî 
les  quantités  a~\  a][*,  . . .,  a~\  . . .  rangées  par  ' 
grandeur^  de  sorte  que  Ton  pourra  écrire,  en  différei 


y  l-i-UiX  l-hUfX  l-^UnX 


XVII.  —  Conversion  des  produits  en  séries. 


Si  Ton  forme  les  quantités 


eZ|  ai  Oi 


ai,  «2,  . . .  désignant  des  quantités  quelconques,  o 


int£giâtion  par  les  séries.  Su 

sty  en  continuant  ainsi,  on  parvient  à  la  formule 


j «i_  «t 


:i) 


ai-hi       (al-HI)(at-^-I) 

an. 


(a,-hi)(a,-f-i)...(aa-hi) 
I 


""  (ai-hi)(a,-4-i)...(a«-+-i) 
Il  en  résulte  que,  si  le  produit 

(i  -♦-  ai)(i  -f-  Oj) . . .  (i  -h  an) . . . 

est  convergeut,  ou  a  un  module  indéfiniment  croissant,  la 
série  suivante  sera  convergente 

<gt  ^î an 

a,-+-i        (aiH-i)(at-Hi)      '"      (a,-r-i)(a,-+-i)...(a«-i-i)      •**' 

et  si   P  désigne  la  valeur  finie  ou  infinie  du  produit,  si  S 
désigne  celle  de  la  série,  on  aura 


ou 


^~  P 


S  =  '-r       ^=7-^ 


De  là  un  moyen  de  convertir  un  produit  en  série  ou  vice 
versa. 

Pour  transformer  un  produit  en  série,  on  peut  encore  faire 
usage  de  Tidentité 

|(i -h  ai)(i -h  a,) . . .  (i -h  an) 
=  i-f-  ai  -h  (i  -h  ai)aj  -I-  (n-  ai)(i  -4-  aj)a8  -+-. . . 
H-  (i  -♦-  a,) . . .  (i  -t-  an-x)an, 

bien  facile  à  démontrer  de  proche  en  proche. 

On  voit  que,  si  la  série  ai,  «2,  • .  i  G/i,  ...  est  conver- 
gente et  à  termes  positifs,  la  suivante 

i-f-ai-+-(i-+-ai)at-h..  .-+-(i-ha,) .. .  (i -han-Oa^-h. .. 

le  sera  aussi,  puisque  le  produit  (i  +  a^){\  +  a2)  . . .  Test. 

On  voit  aussi  que,  si  le  module  de  -^^  a  une  limite  Infé- 


TjMvn  k  :^  ik  i'ént  au  ««scood  membre  de  (2)  sera  coofcr- 


r^smt..  tr.  lue  «^mie  le  produit 


—  a- 1  I  — 


I  —  tf-  I  -  - . 


jt  ?«fr-i  2:Lr?;l.  Lk  tivTDult  1 1  ooDtient  implicitement  on  grand 
ii:«iL:»rt  d*  î-«r>t*:  *.î  Ton  ùtiu  par  exemple. 


I  I 

2  i 


:•!.  ir:«ui* 


:a  i«j*ai 


1       ï.i       3.4 


. .  .  =  0 


__    I  I  f 

1.1       i.i       3.4 


Cîf   ZT-   f^:  i->t   3*  l*TÎfi€T- 


r:>.:=i* 


:  —  rr  -  ï — c-j*     3 — a*. 


I  — «•x)=  Faia,  x): 


:r.  i  Tk'.i'î^.rrrf»: 


z    r     :  —  z^-'- j-    —  Fr.   a.  fl^  '1  —  <ij- 


T    r-    —  :  —  A:^  —  A.x»— . ..— AïX". 


«      » 


=    :  —  .2  A  -  — . . .  — A^a'^'     i  —  ar; 

si  1  on  ».'jd!-  l-rf  c   •::'£::ent5  des  même?  puissances  de  x  dans 
1^*  'Jeux  memhres.  on  trouve 


I  —  I. 

A.  —  a'-'  =  \.a  —  a. 


\-  —  a 9 

I  — a 


A,  -  A,a-=  ^  A.a^  -  A. a».         A.  =  a'-^  '~^'  '~-^""\ 

I  —  a      I  —  a* 
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on  a  donc  le  développement  de  F;, (a,  a:)  ou 


■>! 


(i-+-  aar)(i-i-a«a?)-4-...-4-(n-  a^x) 


= 


I  —  a»  I  —  a*»  I  —  a'»-* 


n(/i+l) 


ax'\ r- a*+*.r« -+-...-+- a     *     x^. 


1  —  a  1  —  a      1  —  a* 


Corollaire  1.  —  On  voit  que  les  expressions 

I  —  a»       (i  —  a'')(i  —  a»-*) 
1  — a'        (I  —  a)(i  —  a*) 

sont  des  polynômes  entiers  en  a. 

Corollaire  IL  —  La  formule  (2),  lorsque  moda<i,  a 
encore  lieu  pour  n  =  00.  En  efTet,  le  produit 

(i  -♦-  ax){i  -+-  a* a?) . . .  (i  -i-  a^x) . . .  =  F|»(a,  x) 

est  alors  convergent  et  représente  une  fonction  toujours 
monodromCy  monogène  finie  et  continue;  on  peut  donc  déve- 
rJopper  Fn(a,  x)  en  série  convergente  par  la  formule  de  Mac- 

laorin  et  poser 

Fi»(«>  a7)=3i-+- Aia?4- Aja?'-!-...; 

;on  détermine  les  coefScients  Â|,  Â2,  ...  au  moyen  de  la 

^  relation 

Fn(a,  a?)=  F(a,  aa?)(i -♦- aa:), 

i  laquelle  se  réduit  (i)  pour  tz  ==  oo,  et  Ton  trouve,  en  faisant 
Jes  mêmes  calculs  que  tout  à  Theure, 

*f-  a^)(i  -H  «*^). .  .(i  -♦-  a^x) 

nfyi-H) 

€iap  a*-«-«ar*  a     ^     x*^ 


i—a       (I  — a)(i  — a«)      ^   ^^(i— a)(i  — a«)...(i  — a'»)      ' 
l'on  pose 

^  fonction  F_;,  (a,  x)  sera  développable  par  la  formule  de 
^Jlfaclanrin  pour  toutes  les  valeurs  de  x,  telles  que 

i  ukodajp  <Zif        moda*ar<f,        ...,        moda'»a:<i. 


.  —  *-r        —  t'  ^   .    ..  ;  — 


'f.  anar  i  =:  x.  -»i  niDDOsant  mudcz  <  l.  mo«icX-r 


.—  ir.—  i-r.    —  fr... 


rjne  iaaiv^  "Uiiice  âtsinblabie  è  ceile  <{ae  naos  ¥6x10115  de 

i«^'*-^îooo#»r  •:naitiiit  iii"x  romuies  iaivantes  : 

^      ^w  _  •  «      *•  _^_       r  _JÏ  —         *• 

--  ■  —  •    :  ,r — -     i- — £ _    — 'i'^T*. 

.  —  --  .  —  L-     :  —  i- 


a-         .  —  :.'■     :  —  z'        '  '  '        :  —a-    i  — -js*  . ..   i  — a^',      *] 

A I   -    /y  /      ;        ^/ ♦  /:      I  —  a*  £  .  . .  ] 

n  r  a-  r*  a' jr^ 

I     - /a'       (f    -  a^^   I — a*j       <  i  —  a-,   i  —  «•,!  —  a' «      •••'| 

1 
I 

( iutt^-y  H  frxhTfi'in/:  le  cas  où  a  était  égal  à  zz  1:  nous  allons < 
f;fir';  UfUUHiUc  les  résultats  auxquels  il  est  par\'enu. 
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XIX.  —  Formnles  de  Gansa. 


Eln  posant 


/(x,  m)=:i  — 


I  —  X'^         I  —  X"*^   I  —  x"^-^ 


I  —  X 


1  —  X        I  —  x^ 


— . .  .in  I, 


on  a 


/(^,  I) 


=  1  —  I  =  o, 


I  —  x^ 


4-1  =  i  —  ar, 


/(x,  3)  =  i- 


I  —  X 

I  —  ar'        I  —  x^  \  —  x^ 


I  —  X         I  —  a?    I  —  x^ 

x){i  —  x% 


—  1  =  o, 


/(a;,  4)  =  (i 
/(ar,  5)  =  o, 

/(a?,  6)  =  (i  — ar)(i-a?3)(i~a7»); 
on  soupçonne  les  formules 

y(a7,  2/n-f-i>  =  o, 

/(ar,  a/n)=  (i  — a:)(i  —  ar>).  ..(i  — a:*'«-i). 

Essayons  de  prouver  que 

/(a?,  am-i-2)  =  /(ar,  am)(i  —  a?*'»-^*) 
on  que,  plus  généralement, 


(I) 


/(a?,  /n-h2)=/(ar,  m)(i  — ar'»-^*); 


on  a 


•X  -.^«       (i  — a7'«-»-*)(i— ar'") 

XI  —  arm-4-i)  =  I  —  ar'«-^«  —  ^^ ^ ^ 
I  —  X 


,    /        ar'»-*-*  —  x^-^^\  (\  —  a:"*-+-*       a:'"  —  x^^-^^  \ — x^-^^\ 

"~\               I  —  X       ]  \i  —  X               I — ar*          I  —  X    I 

(I  —  a?'»-^"*  I  —  a?"*  a:'»-*  — x^-^^  i  —  a:'"^-*  i  —  x'^\ 

I  —  X      I  —  a:*  I  —  x^           I  —  ^     I  —  x"^  J 


I ^m-i-l  I ^/w-j-î    I j'/M-hl 


1  —  a? 


I  —  X         I  —  ar* 


k^*T 


-«  fc 


'ki'    'a        s    -*«.<      ft  -pï-rîT    imo 


-^-    -    i^trr  z 


r    w   -= 


r     I»     = 


».»ir::i\fi  "   --    n     Diniitf.  ai  mrtva  ih    i 


__    ^-T-.  ;    -.TI-: 


y  '•<».  1^  fofffi  -»!':  d':  Gi^?*:  I  :\ir  /n  =r  — i,  on  a 


/'/.      '. 


i  ...  X    '     I  —  X   * 

I  —  jr-*  —  X'*  -r-  .  .  . — 


-«*— «  _^ 
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—  Déreloppement  d'une  fonction  en  fractions  rationnelleB. 

Soient  y*(3)  une  fonction  monodrome  et  monogène  dans 
toute  retendue  du  plan,  a^  aj,  aj,  ...  ses  infinis  ;  l'intégrale 


s'ils  sont  simples,  ou  de  la  forme 


prise  le  long  d'un  contour  C  de  dimensions  infinies  en  tous 
sens,  aura  pour  valeur  la  somme  des  résidus  de  la  fonc- 
tion "^ ^  •  Le  résidu  relatif  à  j?  est  — /(^),  les  résidus  rela- 
ûfs  aux  infinis  de/(^)  seront  de  la  forme 

'      Hin[/(^)(^-a)],.a, 


i.a.3..  .(/i  — i)  û^z'»-»  L       X  —  z       \\z^ 


a 


S'ils  sont  multiples  et  d'ordre  de  multiplicité  n.  Quoi  qu'il 

en  soit,  en  désignant  par  R|,  R^,  ...  les  résidus  de  -'^^— ^ 
relatifs  aux  infinis  ai,  a2,  . . . ,  on  aura 

aie /—  \J   *  —  * 

u  désignant  le  nombre  des  infinis  contenus  dans  le  contour  C. 
Si,  pour  une  forme  particulière  de  ce  contour,  l'intégrale 
contenue  dans  le  premier  membre  tend  vers  zéro,  on  aura  en 
série  convergente 

/(a:)=  R, +  R,-i-...+  Rjt-h..., 

et  il  est  important,  pour  la  validité  de  ce  théorème,  que  R|, 
R2,  •  •  •  soient  écrits  dans  l'ordre  où  ils  se  succèdent  quand 
le  contour  C  grandit. 
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Considérons,  par  exemple,  une  fraction  rationnelle  pro- 
prement dite,  c'est-à-dire  dont  le  numérateur  soit  de  degr^ 

inférieur  au  dénominateur,  ~ — r;  Tintégrale 

prise  le  long  d'un  contour  circulaire  décrit  de  l'origine  comme 
centre  avec  un  rayon  infini  r,  sera  nulle  ;  en  effet,  l'intégrale 
en  question  s'obtenant  en  posant 


z  =  re 


Ov^-l 


et 


dz^re^^-^^^^d», 


sa  valeur  sera 


le  long  d'un  cercle  de  rayon  infini  r, tend  vers  l'unité; 

X  "^  z 

si  donc/(^)  tend  vers  zéro,  ce  qui  a  lieu  dans  le  cas  actudf 
l'intégrale  en  question  sera  nulle;  on  aura  donc 


=  SR. 


Or,  si  a  est  une  racine  de  <|>(j:)  =  o  d'ordre  de  multiplicité  /î> 
on  trouvera  pour  le  résidu  correspondant 

I  .'2.3. . .(  71  —  I)  ôfa"-'  L^(*)  ^  —  3t J  ' 

0(j;)désignant,  pour  abréger,  le  quotient  de  i}^(a:)par(x— *)"» 
on  a  ainsi  la  formule  de  décomposition  suivante 


(0 


4^ 


_  -^ I d'^-^  r?(g)     T    1 


due  à  Gauchy,  et  que  Ton  peut  retrouver  par  des  procédés 
plus  élémentaires  (p.  7). 
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.  —  DéTeloppement  de  tang^,  cotor,  . . .;  constraction 

des  Tables  de  sinus. 


L'intégrale 


ai: 


dont  la  connaissance  de  la  valeur  doit  décider  de  la  possibilité 
du  développement,  sera  toujours  nulle  quand  le  contour  C 
sera  circulaire  et  que/(5)  tendra  vers  zéro  à  mesure  que  le 
contour  s'éloignera;  il  n'est  malheureusement  pas  toujours 
possible  de  faire  usage  du  contour  circulaire. 

La  fonction  tang^  est  indéterminée  pour  2  =  oo,  mais  on  a 

et  pour  les  valeurs  infinies  de  z  qui  n'annulent  pas  le  déno- 
minateur — —  est  nul  quand  le  module  de  z  est  infini  ;  on 

pourra  donc  écrire,  en  observant  que  les  infinis  sont  2  A*tc  di  -  > 

[\ i__"|  a   .  r      I î__'l  2_ 
ir               TC  Itc"^!           Sir               3it  I  Sir 
X a?-f--  I         \x x-\ I 

La  fonction  cotz  est  aussi  indéterminée  pour  5  =  oo,  mais 
Dn  peut  encore  développer  — -y  qui  est  nul  pour  :î  =  00;  le 

résidu  de relatif  à  5  =  0  est  la  dérivée  pour -5  =  ode 

z     x  —  z  * 


DU 

a)     = 

'  X 


tangz  X  —  z^ 
on  trouve,  en  effectuant  les  calculs,  —  >  de  sorte  que  Ton  a, 
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en  observant  que  les  infinis  de  cot^  sont  de  la  forme 
cota:        I        X^       I       1.     f/         »    X  cotzl 

OU,  en  mettant  en  évidence  les  valeurs  positives  et  né 
de  kj 

.,v  cota?  _   I       V^r__J I      "]    I 

^    ^  a?     ""  a?'      ^Yx  —  ktz       x  -^  kiz}  ki:' 

Et  les  séries  (a)  et  (6)  sont  uniformément  converj 
comme  il  est  facile  de  s^en  assurer. 
On  peut  écrire  la  formule  (a)  ainsi 

.  .                               ^x                      nx  aar 

(i)      tanga?  =  -— ,- h  t^—^i H 


iïï-"  {t}'-'  &r- 


on  trouve  d'une  manière  analogue,  au  lieu  de  (6), 

,   .                        I            iT                aa?  aa? 

(2)         cotar=--i-- -r-h-r Y-z-i- 


X       ar*  —  i:'       a?* — 4''^*       ^*  —  9*^' 
En  intégrant  les  deux  membres  de  ces  équations,  il  vie 

l  logcosa:  =  logn— i^j-j 


(4) 


logsina:  =  loga;  ~  log  II  —  —  J 


+  'os(>-,^)  +  ''>g('-^)^---^ 

on  détermine  les  constantes  d'intégration  en  faisant  x 
en  observant  que  logsinx  —  logx  =  o  pour  a:  =  o.  En 
sant  des  logarithmes  aux  nombres,  on  a 

.s,.o...(,-ç)(,-i5)(,---)...[,-,-^^; 

(6)  sina.  =  ^(.-5)(.-^^)...(.-^~).... 
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Les  formules  (3)  et  (4)?  si  Ton  développe  les  logarithmes  en 
série  (p.  287),  donnent 

(7)i«gco,^=-[^».^^(^)\^-i(^;;)'..-...]. 

(8)   logsinx=logar-[5*.+  l(g)'*»+|(5)%.+...], 
en  posant,  pour  abréger, 


<r/  = 

1 
1 

t 

1 

V 

-T- 

I 

5' 

• 

(2/ 

1 

l  H-  1  / 

Si  = 

I 
1 

1 

-r- 

I 

-t- 

I 
"3"^ 

-h. 

•  .  -T- 

I 

ni 

"^i"     •    «     •  • 

'î»  V\.  . . . ,  ^2?  •^4»  •  •  •  OU  même  "^  ^21  ~  (  ~i  )  ^4»  •  •  •  et  -j» 
j  r»  •  •  se  calculent  une  fois  pour  toutes  ;  on  a  alors  dans  (  7  ) 

^^  (8)  deux  formules  dont  on  peut  faire  usage  pour  le  calcul 
^cs  Tables  de  logarithmes-sinus  et  cosinus.  Pour  la  pratique 
'Jes  calculs,  on  pourra  consulter  l'Introduction  placée  en  tête 
Jes  Tables  de  Callet. 

Considérons  la  fonction  coséc5  =     .      ;  nous  pourrions 

^ïicore  faire  usage  du  contour  circulaire,  mais  nous  pouvons 
^^ssi  prendre  pour  C  un  contour  rectangulaire  ayant  son 
centre  à  Forigine;  on  a,  en  effet,  le  long  d'un  pareil  contour 
^^pposé  de  dimensions  infinies, 


OQ 


,  en  prenant  f(^z)=^  - —  > 

tB  première  intégrale  est  nulle,  parce  que,  le  long  de  deux 
)tés  opposés  du  parallélogramme,  z  sinz  reprend  les  mêmes 
Jeurs,  tandis  que  rfs  y  a  des  valeurs  égales  et  de  signes 
L.  —  Traité  d'Analyse,  III.  21 
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contraires;  quant  au  coefficient  de  x,  comme  on  peut 
en  sorte  que  sin-s  ne  soit  pas  nul,  cette  intégrale  sera  n 
sairement  nulle,  comme  on  peut  s^en  assurer  en  faisant 

z  =  X  --  y  >J —  I 

et  en  supposant  alternativement  j:  =  oo,  ^^  =  oc.  On  ti 
alors 

I  I  IX  *XX  IX 

,  ,  ,^  ^^^  t 

sinj7  "~  ar       x^  —  tt*    '    x^  —  C*-*'ï^)'        ^*  —  (3^)- 
I  11  Stt  Sir 


4  4  4 

On  peut  facilement  déduire  de  ces  développements  cou 
tangentes,   cotangentes,    sécantes   et   cosécantes  hvper 

ques  :  il  suffit  pour  cela  d'y  changer  x  en  x\J —  i  :  ains 

trouve 

e'^ -\- e-^       I  ilx  ix 


e-^  —  e-^       X       x^-^Tz^       a:*  4-  4  Tï* 
e+* — e-*  IX  ^x 


•  •   •  « 


g+x^_e-x        /ir\*         .        /37ry 


(î)V..    (Ç,... 


Si  dans  la  formule  (6)  on  fait  .r  =^  f  >  on  retrouve  la  foi 
de  Wallis 

TT  1.2,.  \  .  :\  .C).G.  .  . 


XXII.  —  Développements  de  tan<;:r,  coxx,  ...,  nombre 

de  Bernoulli. 

Reprenons  les  formules  démontrées  au  paragraphe  [ 
dent  : 

f>X  .!_  ç-X  j  ^^  ,y   -p 

e^  ^^e-'^  ~  X    ~  .r^  —  t:^  ^  a'2  -h  47:^  "^ 


cx^f.-x  l^^yi  '      /■•;-,  i 


■;)-'■  (vj 


-:-  .ri 
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SI  nous  posons 


I         I 

5j   =  —    -+-  -z 

I 

I              I 

*«  -    ,«  ^-  2« 

I             I 

"  =  7«  ^  3i 

I 

1              I 

-^5»-^--- 

et  si  nous  développons  chaque  fraction  suivant  les  puissances 
croissantes  de  x^  en  supposant  modo:  <C  it  dans  la  première 


7C 


formule,  et  mod^  <I  -  dans  la  seconde,  nous  aurons 

2 


U) 


I  ->.  ) 


tf-^-h^ 


— X 


i 

X 


IX 


e* 


=  ^'©''«-*^'(^)''» 


^x^{^\. 


•  » 


ces  formules,  en  changeant  x  en  x  ^ —  i,  donnent 


(3) 


(4) 


-cota? 

2 


1 
2X 


X  X* 


itangar  =  x  (^^^^ -^  x^  (j^J  <i, 


Retranchons  l'unité  des  deux  membres  de  (i);  nous  trouve 
rons 


e^  —  e 


—X 


I 

%x 


1 

2 


X  X^ 


ou  bien 


>2x 


\  \  X  X^ 


'IX  2  H^ 


71^ 


X 


el,  en  changeant  :c  en  -> 


e'—i 


I 


I 

2 


J7    ^2 
11*    2 


X^    Si, 

V        ~i       '     "  •  *  T 
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ce  que  Ton  peat  encore  écrire 
Si  Ton  pose 

(6)  -= =IH 1 h. ..H 5 H..., 

Bo  Bs,  ...  sont  ce  que  Ton  appelle  les  nombres d 
noullL  On  voit  que 

B|= — f,       Bf^Oy  B|==0|  •••»    Bfj|.Ht  =  o, 

»«  =  î?«*-'  »*=-(ï§î<-'    ^•=(TSJî^^    •••'    ^-    =(5 

i>5  nombres  de  Bernoulli  sont  tous  rationnels.  ( 
dont  on  s*assure  en  observant  que  la  formule  (6)  dont 

ou,  en  remplaçant  e* —  i  par  son  développement, 

\  I        1.2  /  \  1  i.a  / 

identifiant  les  deux  membres,  on  trouve 

1  =  1, 
I         B,  I 

1 -  =0, 

i  .'à        II 

I        B,    I       n,  I 


17=0» 


i.a.3         I    1.2        1.2  I 

I  Bi       I  Bs      I  B,      I 

-  =  o, 


1.2.3.4  I      1.2.3  1.2    1.2  1.2.3    I 

Ces  formules  permettent  de  calculer  B| ,  Bj,  Bj,  • . . ,  de 
en  proche,  sans  ambiguïté  et  sous  une  forme  rationnel 
Il  résulte  de  là  que  les  nombres  5a,  5a,  ...  ne  conti* 
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pas  d'autre  irrationnelle  numérique  que  le  nombre  tz.  On  voit 

qae  l'on  a 


e'-he-'              I        aB,          B,rax)  B,(aar)* 

^  —  e~'              a?          1                 1.2  1.2.3 

!Jï  changeant  x  en  x  y/ —  i  et  en  observant  que  B,  = > 

n  a 

I        2«B,x        2*Bvjr» 
cota?  = i ;.— -  — 

X  1.2  1.2.3.4 

^^s  donnons  ci-dessous  la  Table  des  premiers  nombres  de 
'"ûoulli,  pris  en  valeur  absolue  avec  leurs  logarithmes. 

Nombres  B.  LosKrithmeê. 

B|  =  g 1,2218487 

Bv  =  ^ 2,5228787 

^6  =   ^ 2,3767607 

42 

Bs  =  ~ 2,5228787 

_  5 

Bio  =  gg 2,8794261 

«"=^ ^'4033154 

Bu  =  ^ 0,0669468 

f>          3617  .-       .- 

B,«=  -— ^ o,85o7783 

710  '       " 

Big 1 ,74oi35o 

B,o 2,7235577 

Bio 8,7792940 

B40 16,2854803 

B»o 24,8751114 

BjQ 34,3304127 
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XXIII.  —  Expression  des  nombres  de  Bemoulli 
par  des  intégrales  définies. 

En  intégrant  par  parties,  on  trouve 

/    (logar)'«ar/'rfr  = —  /    {\ogx)^-^  xp  dx 


=  (-!)« 


n! 


Ceci  posé,  on  a,  en  supposant  a  <<  i  et  x  ^  i , 

I 


I  —  ax 


=  i-f-  aar-4-  a* a?* -h  «'ar*-*-. . .  ; 


multiplions  par  (logxydx  et  intégrons  de  o  à  i ,  en  vertu  d 
la  formule  précédente,  on  aura 

Jr^  ([osx)ndT  ,,        s    /  a  a'  \ 

^         i  —  oLX  \         a"^»        3«-»-»  / 

si,  dans  cette  formule,  on  fait  x  =  e~^,  on  trouve 
r*  z^dz  ,  /  a  a'  \ 

I         =  TlI  (   IH 7  -r- r  -h.  .  .   )  ; 

le  premier  membre  est  continu  par  rapport  à  a,   le  secon 
tend  vers  ni  Sr,^i  ;  on  a  donc,  pour  a  rrr  i , 

I     r*  z^dz 
ni  J^      €"  —  1 

Or  on  a 

^^  (211)2'»  V  / 

on  aura  donc 


INTÉGRÀTIOH    PAR    LES    StRIBS.  827 

OU  bien 


On  trouverait,  d'une  manière  analogue,  la  valeur  de 

III  _ 

mais  les  o-  se  calculent  facilement,  au  moyen  des  5,  comme  il 
soit  :  on  a 

_L      —   '         '       _1_ 

«.  JB      *  ~~       ^  "•"  "7i   "^^   ^^  "^  •  •  •  » 
2«  2*  4  ^ 


I  I 

Xn  =     I     -♦-  —  -t-  X-  -r 
2*  3* 


donc 


'"  '-('-.ij 


'«-"  ^  '«     o**      *ii  »  I  —  :;-  /  -  ^n, 


2«  —  I 


^«XHMÏHK 


ET  HOTES. 


i.    On  a,  quels  que  soient  a^,  o^.  ....  a^ 
i  I  a:  —  ai 


4!  —  ai    ■    (z  —  ai)iz  —  a^) 

(z  —  aiUz  —  Oi)..    (z  —  a„) 

(x  —  ai)(x  -    Oi  ) . . .  îx  —  an)       i 


(z  —  ai)(z  —  ai)...{z  —  an)  z  —  x 
Dans  bien  des  cas,  a],  a^,  . . .  seront  tels  que  le  dernier  terme  tendra 

▼ers  zéro  ;  alors sera  développabie  en  série  convergente  suivant 

z  ~~~  X 

les   polynômes  x  —  ai,  {x  —  ni){x  —  aj),  ...;  en  multipliant  alors 

les   deux  membres  par -=r.  f{z)  et  en  intégrant  le  long  d'un 

iTz  y —  I 

contour  convenablement  choisi,  on  obtient  des  développements  divers 

en  série  de/(ar). 


h       \      h  }       l.a 

nvcc  une  forme  panicullârc  du  reste 

(  FnoBBMUB,  Journal  de  Cretlt, 

M.  ProbCDius  rcniarqui'  qtie.  si  lus  séries  ^  n„  el  >  c,*"  U 
vcrgcntes,  le  module  de  3:*  £unt  ioféricur  à  R,  la  t<érie 


l'est  auBsi  dant  un  cercle  décrit  de  l'origine  comme  cenlru 
rajon  R. 

S.  Si,  dans  la  formula  (i),  on  ^-gnlc  les  cocrficicnts  d<a 

puissances  de  x,  après  avoir  développe  les  deux,  membres,  oi 

AV(^«)  =  AiV('=o)-*-BA--'/(^,)-^CA--'/(^o)-r. 

A,  B,  C,  ...  ^tanl  les  coefficients  des  diverses  puissances  d 

le  développement  de -— ^  1    ■  AlalLeureu sèment,  les  co 

de  convergence  sont  compliquées.  (  Voir  l'exercice  4.) 

3.  En  appelant  ('m  la  somme  des  produits  des  i  premiers 

.-![  .r         J   -ïi        (ÎH-g!        (.-^aj!       ■■■' 

On  trouve  cette  formule,  en  développant  (i  +  x)"'  de  deux  i 
suivant  les  puissances  de  m  et  en  identifiant  les  résultats. 


,  A  +  i  _     Y* a.4-6---^«  (—1)" 
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6.  On  a 

Voir  l'exercice  4. 


i.a 


7.  On  a 

n  n(n  —  1)     x^  (n  -^  i)n(n  —  i)     x^ 

I  1.2        I  -4-  ar  1 .2.3  I  -h  X 

(n-h  i)n{n  —  i)(n — 2)        x'^ 


1.2.3.4  {i-hx)^ 

(EvLEti y  Mémoires  de  Saint-Pétersbourg^  181 1; 
Catalan,  Journal  de  Liouville,  t.  IX). 

Cette  formule  suppose  x  compris  entre  2(1  —  ^2)  et  2(1 -^/2)' 
Eo  l'intégrant  pour  n  —  — i,  on  a  un  développement  singulier  de 
log(i-+-x). 


8.  On  a 


i.h 


1.2.  A' 


h       {^z-\-  h){z-^^h)       {z^  h){z-k-'i.h){z-'rZli) 

f(z)  dz 
Que  devient  cette  formule  quand  on  la  multiplie  par  — ~.  ^  et 


quand  on  l'intègre? 


lit  / — 


9.  On  a 


°    xy  —  X  —  y  .^d 


m\n\ 


>m  vn 


— :r'"  y". 

xjr — X — y  .Arf(/n-h /i -hi)I 

(Tiré  du  Cours  d'Analyse  de  M.  Hermite.) 


10.  F(ar)  désignant  Tune  des  fonctions  suivantes  et  a,  6,  c,  . 
SCS  réros,  on  a 

fw  =  a(,-î)(,-|)(,-:^)... 


et  pour 


F(j:)  —  cosa?  —  cosa, 

F(  J7)  =  sina7  —  sina, 

„,     ,       e'* — 2e-=^cosa-hi 
F(x)= ^ , 


A  =  1  —  cosa, 
A  =  —  sin  a, 

A  =  I  —  cosa. 


ne- 


(EuLER,  Introductio  in  Analysin.) 
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11.  On  a 


n  =  « 

I 

1 

m"  —  I 

n  =  l 


^  ^  m»  — I 


m  désignant  un  nombre  qui  n'est  pas  une  puissance. 

(GOLDBACH.) 

12.  On  a,  en  appelant  a,b,c,  ...  les  nombres  premiers  successif 

i  _   '         '  ' 

1*  2*  3' 


('-i)(-F)('-?)"- 

En  conclure  qu'il  y  a  une  infînité  de  nombres  premiers. 

13.  On  a,  en  appelant  a,b,c,  ...  les  nombres  premiers  impaii 

successifs, 

I  _   '         *        JL 

- ->  — 3?-^- 5i  — ••- 


(-i)(-^') 


I     I 


le  signe  ~-  étant  mis  devant  les  fractions—^  Xi'  '    *^  *!"'   corrc; 

pondent  aux  nombres  a,  6,  ...   de  la  forme  ^n~-  i  et  le  signe  - 
devant  les  autres. 

li.  On  a 

I  X  .r* 

=  1  -4 h 


(I  — a)(i  — a»)(i  — a3)       " 

(Heine,  Journal  de  C relie,  t.  39). 
15.  On  a 


V      ^i/V      ^1/    "\       -^«z 
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CHAPITRE  Vm. 

PROPRIÉTÉS  DES  FONCTIONS  MONOGÈNES  ET  MONODROMES. 


I.  —  Préliminaires. 


Nous  allons  montrer  comment  la  théorie  de  Cauchy,  sur 
les  intégrales  définies  prises  entre  des  limites  imaginaires, 
s'applique  à  l'étude  des  fonctions  monogènes,  c'est-à-dire 

des    fonctions   de  x  -^y  yj—i    de  la   forme  X  +  Yy/ — i, 
telles  que 


dx 


ày 


ày 


dx 


—  o. 


Ces  fonctions  sont  celles  que  Ton  rencontre  le  plus  souvent 
en  Analyse,  et,  comme  l'on  en  considère  rarement  d'autres, 
il  en  résulte  que  l'on  est  tenté  de  les  regarder  comme  les  plus 
générales  et  que  leurs  propriétés  curieuses  ont  lieu  de  sur- 
prendre au  premier  abord;  mais  cette  surprise  disparaîtra, 
si  Ton  réfléchit  que  les  fonctions  monogènes  sont  en  réalité 
des  fonctions  de  deux  variables  satisfaisant  à  deux  équations. 


n.  —  Sur  une  formule  fondamentale. 


Théorème.  —  Soient 

f{z)  une  fonction  qui  reste  finie  et  continue  le  long  (Vune 

courbe  ZqTj  de  longueur  finie  ; 
A  une  quantité  dont  le  module  est  au  plus  égal  à  un; 
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^  une  valeur  de  z  située  sur  la  courbe  z^Tj  entre  le  point  5. 

et  le  point  Z  ; 
S  la  longueur  de  Varc  ZqZ, 

on  aura 

(I)  jT    /iz)dz--:XS/{ti). 


En  effet,  Tintégrale 


/■^'^^ 


dz 


peut  se  ramener  à  une  intégrale  prise  entre  des  limites  réelles  ; 
en  posant  x  =  <f(s)^  y  =  ^{s)i  s  désignant  l'arc  du  contour 
compté  à  partir  du  point  Zqj  on  a  alors 

Le  module  de  ^    -+-  -J^  y —  i  est  un;  en  observant  alors  qu^ 

le  module  d'une  somme  est  moindre  que  la  somme  des  module^ 
de  ses  parties,  on  trouve 

(2)  mod    /    /{z)dz<  I    mod/{z)ds; 

mod/{z)  est  une  certaine  fonction  de  5,  8(5);  or  on  sait  que 

f     0(5)^5  :r-.   SO(ff), 

7  étant  une  valeur  de  5  comprise  entre  o  et  S;  on  aura  donc, 
au  lieu  de  (2), 

iodj^    f{z)dz    :Smod/(Ç), 


m( 


S  désignant  la  valeur  de  :;  correspondante  à  la  valeur  o*  de  5. 
On  peut  écrire  cette  formule 


od   /     f{z)dz  =  tSmodf{Qy 
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étant  compris  entre  o  et   i.   Soient  alors  ^  l'argument 
e   /  f{z)dz^  et  a  l'argument  de  /(!^),  on  aura 

l,  en  multipliant  par  e^~*, 


or  te^9-^W-t  est  une  quantité  ^  dont  le  module  est  compris 
entre  o  et  i  ;  on  a  donc 

f  Az)dz=-.xs/{i:). 

C.    Q.    F.     D. 

m.  —  Formule  de  Taylor. 

Supposons  qu'une  fonction /(a:)  reste  synectique  à  l'inté- 
rieur d'un  contour  fermé  simple  C,  de  longueur  s  et  sur  ce 
contour;  on  a  vu  que  l'on  avait  pour  tout  point  x  intérieur  à 
•e  contour 


2  71  y —  I  •/    ^       "^ 

tégrale  étant  prise  le  long  du  contour  C,  en  dilTérentiant 
rapport  kx\  on  a  d'ailleurs 


î  l'identité 

1  1 


z  —  X       {z  —  a)  —  {x  —  a) 
I  X  —  a 

~~  z  —  a        {z  —  rt)* 


(X  —  a)"  /x  —  a\^-^^       I 

(5  — a)«-^»        \z  —  a)        z  —  x 


m 


C«tnT«l  TIIL 


If  (il  p«r j=f(=)<t2  clioKpoukl^ 

je/— I 


%x^=iJ  \'— •/        »— « 
OOf  en  TCrta  de  (s)  et  en  eappoeenl  le  peint  «daesTn 

ce  qm  eitlaConmilédeTejlor.  LemieReit  doué 
fbnunle 

qae  l'on  peat  mettre  cons  la  tatmie 

\  étant  de  modiile  noiodie  que  un,  *  dé^nant  b  lo 


de  contour  C  et  t|  uoe  valeur  de  %  sitaée  snr  le  c> 
lie  (3)  on  tire 

"■'«       aTr/-^^''"''V  U-«/    (*-«)*        1.3.3... « 
donc 

Si  a  est  réel,  cette  valeur  de  K  se  met  facilement 
forme 

IT.  —  Qnfllqoei  définitioni,  claasiflcation  dM  sisgolai 

Dans  ce  qui  va  suivre,  tous  les  points  situés  à  l'ioûo 
censés  condensés  en  un  seul,  et  l'on  dira  qu'une  foncti 
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;  valeur  bien  déterminée  /au  point  situé  à  l'inGni,  si/(^) 
vers  la  même  limite  /  de  quelque  manière  que  Ton  fasse 
re  le  module  de  z  pour  le  rendre  infini. 
3US  parlerons  quelquefois  d'un  contour  fermé  infiniment 
.  entourant  le  point  à  Tinfini  ;  il  faudra  entendre  par  là 
ontour  fermé  situé  à  une  distance  infinie  de  Torigine. 
t  un  contour  qui  se  transformerait  en  contour  infiniment 
contenant  Porigine,  si,  dans  son  équation  polaire,  on 

^laçait  le  rayon  vecteur  r  par  --• 

ne  fonction  sera  monodrome  au  point  situé  à  Tinfini,  si 
est  monodrome  à  l'extérieur  d'un  contour  fermé  ayant 
limites  à  l'infini,  ou  bien,  ce  qui  est  la  même  chose, 
)  sera  monodrome  dans  le  voisinage  du  point  à  l'infini, 

-  )  est  monodrome  dans  un  contour  fermé  suffisamment 

t  contenant  l'origine. 

Quelques  géomètres  que  ces  locutions  ont  choqués,  mais 

î  n'ont  pas  choqués  les  locutions  de  droite  de  Vinfiniy 

nts  ombilicaux,  etc.,  ont  donné  des  imaginaires  la  repré- 

itation  suivante  : 

Représentant  d'abord   l'imaginaire   x-hy\ — i,   comme 


Fig.   23. 


Jchy,  à  l'aide  d'un  point  M  de  coordonnées  x,  y  sur  un 

^xOy^  on  considère  une  sphère  S  tangente  en  O  à  ce  plan  : 

O'  le  pôle  opposé  à  O,  la  droite  O'M  rencontre  la  sphère 

J',  et  c'est  alors  le  point  M' qui  représente  définitivement 

agmaire  x  -\-y\  --  i . 
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Dans  ce  mode  de  représentalion,  rinfini  est  efiectivemen 
représenté  par  un  point  unique  O'.  Ce  mode  de  représenlatioi 
est  dû  à  M.  Neumann. 

On  appelle /?oi>i^  singulier  ou  point  critique  d'une  foac- 
lion  un  point  où  elle  cesse  d'être  soit  finie,  soit  continue, 
soit  bien  déterminée,  soit  monodrome,  soit  monogène.  Les 
points  critiques  ont  été  classés  comme  il  suit  : 

1**  Les  infinis  ou  pôles  sont  des  points  où  la  fonction 
devient  infinie,  de  telle  sorte  que  son  inverse  soit  nulle,  bien 
déterminée  et  continue  en  ces  points. 

2**  Les  points  essentiels,  où  la  fonction  devient  indéter- 
minée, ou  discontinue. 

1 

o  est  un  point  essentiel  pour  la  fonction  c*. 

3"  Les  points  de  ramification,  que  nous  étudierons  plus 
tard,  où  la  fonction  cesse  d'être  monodrome. 

Nous  dirons  qu'un  point  est  un  zéro  ou  racine  de/(x). 
si,  en  ce  point,  f{x)  s'annule  sans  devenir  indéterminée; 
ainsi  un  zéro  ne  sera  jamais  un  point  essentiel. 

V.  —  Théorèmes  de  Ganchy  sur  les  fonctions. 

Théorème  I.  —  Si  une  fonction  est  syncctique  ù  hn^^' 
rieur  d'un  contour  fermé  simple j  toutes  ses  dérivées  soni 
svnccfifjucs  à  rintérieur  du  même  contour. 

En  cfTot,  soit /'(  3  ,  une  fonction  synectique  àrintérieurd  un 
contour  fermé  C  :  on  aura 


..    .  «  rf{z)d: 


l'intégrale  étant  prise  le  long  d'un  contour  intérieur  à  C  el 
aussi  voisin  que  Ton  voudra  du  contour  C;  on  en  tire 


-,.  I  r  f( z)ftz 


s/- 

le  second  membre  de  cette  formule  est  évidemment  svnec- 
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que;  il  en  sera  de  même  de  f\x),  par  suite  de  f"{x), 

\X}f    -  .  .  .  C.    Q.    F.    D. 

Théorème  II.  —  Une  /onction  monodrome  et  monogène 
dans  toute  l'étendue  du  plan  devient  nécessairement 
infinie  pour  une  valeur  finie  ou  infinie  de  sa  variable. 

En  effet,  la  formule 


^  1T.J—\J    (-5  — «>» 


si- 

en  prenant  un  contour  d'intégration  circulaire  de  rayon  R 
décrit  du  point  x  comme  centre,  c^est-à-dire  en  posant 


devient 

0 

00 


if 


,it: 
•-  0 


Soit  M  le  module  maximum  de/(Re^~*  )  ;  le  module  d'une 
somme  étant  moindre  que  la  somme  des  modules  de  ses 
P^ies,  on  a 


.lit  ^i7Z 


f       yidfi    ou    iM   /       ^    ou     ::27:M; 

^ûen  conclut 

M^Rmod/(a:;. 

Or  on  peut  toujours  supposer /'(x)  différent  de  zéro,  sans 
^^oif'[x)  serait  constamment  nul  et/(x)  serait  constant. 
Or,  R  pouvant  être  pris  aussi  grand  que  Ton  veut,  il  en  résulte 
^e  M  pourra  aussi  être  pris  aussi  grand  que  Ton  veut.  Si 
Jonc  M  o\if{x)  n'est  pas  infini  pour  une  valeur  finie  de  x,  il 
?  deviendra  pour  une  valeur  infinie  de  sa  variable. 

Théorème  III.  —  Une  fonction  monodrome  et  monogène 

L   —  Traité  d*  Analyserai.  22 
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dans  toute  V étendue  du  plan  devient  nécessairement  nu 
et  infinie  j  pour  des  valeurs  finies  ou  infinies  de  sa  variab* 

En  eflet,  elle  devient  nécessairement  infinie  et  la  consid 
ration  de  son  inverse  prouve  qu'elle  doit  nécessaireme 
devenir  nulle,  puisque  cette  fonction  inverse  doit  devec 
infinie;  mais  le  zéro  ou  Tinfini  peut  coïncider  avecunpoi 
essentiel  situé  à  Tinfini. 

Nous  dirons  que  a  est  un  zéro  de/{z)  d'un  ordre  de  mu 
tiplicité  a  si  l'on  peut  mettre /(-s)  sous  la  forme 

^{z)  n'étant  plus  ni  nul  ni  infini  pour  z=^a\a  sera  un  infi 
d'un  ordre  de  multiplicité  a  si /(s)  peut  se  mettre  sous 
forme 

(p(z)  n'étant  plus  ni  nul  ni  infini  pour  z  =^  a. 

Théorème  IV.  —  Toutes  les  dérivées  d'une  fond 
synectique  à  V intérieur  d'une  aire  G  ne  sauraient  s'** 
nuler  en  même  temps  que  cette  fonction  en  un  point  si 
à  r intérieur  de  cette  aire. 

En  effet,  soit  f{x)  la  fonction  en  question  :  suppos 
qu'elle  s'annule  pour  a:  — =  a,  ainsi  que  ses  dérivées /'( 
/"'(.r\  ...  ;  soit  x  un  point  intérieur  au  cercle  de  rayoi 
décrit  du  point  a  comme  centre  ;  supposons  R  assez  petit  p 
que  le  cercle  en  question  ne  sorte  pas  de  l'aire  C,/(a),/\ 
f{a\  .  .  .  étant  nuls,  la  formule  de  Taylor  donnera  (p.  3 

S  désignant  le  contour  ^ttR  du  cercle,  et  JJ  une  valeur  d 
située  sur  ce  cercle,  \  a  un  module  compris  entre  o  et  i. 
peut  aussi  écrire 


.r' 
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le  module  R  de  Ç  —  a  étant  plus  grand  que  celui  de  x  —  a,  on 
pourra  toujours  prendre  n  assez  grand  pour  que  f  yzT'  ) 

ait  un  module  aussi  petit  que  l'on  voudra  :  donc/(x)  ■-=:.  o.  La 
fonction  /(^)  est  donc  nulle  à  l'intérieur  du  cercle  de  rayon  R 
ayant  son  centre  en  a. 

Je  dis  qu'elle  est  nulle  dans  toute  l'étendue  de  l'aire  C. 
En  effet,  supposons  qu'elle  ne  soit  nulle  que  dans  une  portion 
limitée  de  cette  aire  que  nous  appellerons  D,  et  que  dans  des 
portions  de  C  voisines  de  D  elle  puisse  prendre  des  valeurs 
différentes  de  o.  Soit  h  un  point  voisin  de  la  portion  D,  tel 
que/(6)^o,  on  peut  toujours  supposer  que,  dans  l'aire  D, 
on  trouve  un  point  a  assez  voisin  de  b  pour  qu'un  cercle,  ayant 
son  centre  en  a  et  un  rayon  un  peu  supérieur  à  la  distance  at, 
ne  sorte  pas  de  l'aire  C.  Au  centre  de  ce  cercle, /(-s)  et  ses 
dérivées  sont  nulles  ;  donc/(5)  est  nulle  à  l'intérieur  du  cercle 
en  question  :  donc /( 6)  =  o.  c.  q.  f.  d. 

Théorème  V.  —  Une  fonction  synec tique  à  V intérieur 
d'une  aire  C  limitée  par  un  contour  fermé  simple  ne 
saurait  être  constante  dans  une  portion  finie  de  cette  aire, 
fût-ce  même  le  long  d'une  courbe,  sans  être  constante  dans 
toute  l'étendue  de  l'aire  C. 

En  effet,  supposons  que  la  fonction /(z)  puisse  prendre  la 
valeur  constante  k  dans  une  portion  finie  de  l'aire,  f(z)  —  k 
serait  nulle,  ainsi  que  toutes  ses  dérivées,  dans  la  portion 
où /(s)  reste  constante,  et  par  suite  en  un  point  de  l'aire  C; 
elle  serait  donc  nulle  dans  toute  l'étendue  de  l'aire,  etf(z) 
serait  constante  aussi  dans  toute  l'étendue  de  l'aire  C. 

c.    Q.    F.    D. 

CoKOLLAiRE.  —  Dcux  fonctions  synectiques  dans  une 

m 

^''*e  C,  égales  dans  une  portion  finie  de  cette  aire,  sont 
^gdles  dans  toute  l'étendue  de  l'aire, 

^ar  leur  diiD^rence,  étant  nulle  dans  une  portion  finie  de 
^^ife,  est  nulle  dans  toute  l'étendue  de  l'aire. 
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Théorème  VI.  —  Si  la  fonction  f{x),  synectique  à  l'in- 
térieur de  traire  C,  s'annule  pour  x  =za^le  point  a  appar- 
tenant à  Vaire  G,  cette  fonction  est  de  la  forme 

m  désignant  un  nombre  entier,  positif,  fini,  et  ç(x)  une 
fonction  qui  n'est  ni  nulle  ni  infinie  pour  x  =  a. 

En  effet,  on  a 


(y  — g)^    r f(^)dz 


y 


l'intégrale  étant  prise  le  long  d'un  contour  fermé  décrî*- 
autour  du  point  a  et  intérieur  à  l'aire  C.  Mais,  f{a)  étant 
nul,  toutes  les  dérivées  de /( -r)  ne  peuvent  pas  être  nulles^ 
pour  x^^a;  soit  donc  f"^{a)  la  première  dérivée  de  f{xy 
différente  de  o  pour  x  =  a^la  formule  précédente  deviendn»- 

f(z)dz 


^        _  (T-~a)^    r /(z)ji: 


le  coefficient  de  (^  —  a)"^  se  réduit  pour  j;=aù— ^-., l 

il  n'est  par  conséquent  pas  nul,  clf(x)  est  bien  de  la  foruK^ 
annoncée. 

Corollaire.  —  Si  une  fonction  f(x),  synectique  à  r  in- 
térieur de  Vaire  C,  s'annule  pour  x  .=  a^  x  ^^  b^  x  ^^  c,  les 
points  <:/,  b,  c  étant  situes  dans  Vaire  C,  f(x)  sera  de  la 

forme 

f{,T  I  —  cp(j-)(.r  —  a)'"{x  ■  -  bY{x  —  c)p^{x), 

'^{x)  n^ étant  ni  nul  ni  infini  pour  x  —-  a^  x  ^^b^  x  -^  c. 

En  effet,  f{x)  est  de  la  forme  {x  —  a)^o(x)  d'après  le 
théorème  précédent,  m  étant  un  entier  et  'f  (^*)  une  fonction 
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syneclîque  qui  n'est  ni  nulle  ni  infinie  pour  x  =  a,  mais  qui 
s'annule  pour  x=by  x=c;  ^{x)  est  donc  de  la  forme 
(j:—  bY  ^(^)j  et,  par  suite, /(a?)  est  de  la  forme 

{x  —  a)"«  {x  —  bY  ^(^)> 

^[x)  n'étant  ni  nul  ni  infini  pour  x  =  a,  x=^  by  etc. 

Théorème  VII.  —  La  fonction  f{x)  synectique  dans 
l'aire  C  a  nécessairement  un  nombre  limité  de  racines 
dans  cette  aire,  si  cette  aire  est  elle-même  finie. 

En  effet,  f{x)  s'annulant  pour  x  z=  a  dans  l'aire  C,  nous 

venons  de  voir  que 

f{x)  =  ix—a)'^^{x), 

^{x)  n'étant  ni  nul  ni  infini  pour  x  =  a^  et  m  désignant  un 

entier,  cette  fonction  ^{x)  est  évidemment  continue  et,  par 

suite,  elle  ne  saurait  s'annuler  pour  une  valeur  de  x  infi- 

'ïinient  voisine  de  a\  /(x)  ne  saurait  donc  s'annuler  non 

plus  pour  une  valeur  infiniment  voisine  de  a;  les  zéros  de 

/  (j?)  dans  l'aire  C  sont  donc  séparés  par  des  intervalles  de 

grandeur  finie  ei/{x)  ne  saurait  avoir  une  infinité  de  zéros 

^^ns  une  aire  finie. 

Théorème  VIII.  —  Une  fonction  monodrome,  monogène 
^^  bien  déterminée  dans  ^intérieur  d'une  aire  finie  C  ne 
^^^urait  avoir  une  infinité  de  zéros  ou  d'infinis  dans  cette 
^ire, 

iNous  venons  de  voir  qu'elle  ne  pouvait  pas  avoir  une  infi- 
^ité  de  zéros  sans  infinis. 

Elle  ne  peut  avoir  un  nombre  infini  de  zéros  et  un  nombre 
^^mité  d'infinis;  en  effet,  elle  ne  peut  avoir  un  nombre  infini 
*^  zéros  entre  le  contour  C  et  des  contours  infinitésimaux  en- 
courant les  infinis  situés  dans  l'aire  C.  Donc,  c'est  autour  des 
*ï^finis  que  viendraient  se  grouper  une  infinité  de  zéros,  infi- 
^^ment  rapprochés  de  ces  infinis^  ces  infinis  ne  seraient  pas 
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des  infinis  ordinaires  ou  pôles,  ce  seraient  des  points  essec: 
tiels,  puisque  Tinverse  de  la  fonction  n'y  serait  pas  continu 

Elle  ne  peut  non  plus  avoir  un  nombre  infini  de  zéros  •• 
un  nombre  infini  d'infinis. 

Enfin  elle  ne  peut  pas  avoir  un  nombre  infini  d'infinis,  sa 
quoi  son  inverse  aurait  un  nombre  infini  de  zéros. 

Théorème  IX.  —  Si  une  fonction  monodrome  et  mon 
gène  dans  une  aire  contenant  le  point  a,  sans  autre  dû 
continuité  que  des  infinis,  devient  infinie  pour  x^==  a^  el 

peut  se  mettre  sous  la  forme  — ^ -^i»  ^^  désignant  Ut 

nombre  entier  et  ^(œ)  une  fonction  qui  rCest  ni  nulle  r^^^^ 
infinie  pour  x  --  a. 

En  effet,  l'inverse  de  /(^)  s'annule  pour  x=^  a\  dans  1 
voisinage  du  point  a,  elle  n'a  pas  d'infinis,  sans  quoi  a  sera 
un  point  essentiel  de/(x);  donc  l'inverse  de /(a:)  est  de  1 


i 


n 


forme  (o;  —  a)'"(p(a;)  ou  —  ,~r^^>  <{^(x)  et  ç(^)  n'étant  ui^     '^ 
nuls  ni  infinis  pour  x=^  a^  et,  par  suite,  f{x)  lui-même  pe 
se  mettre  sous  la  lorme       '        -  • 

CoROLLAiRK.  —  Si  la  fonction /(.r)  monodrome  et  mono 
gcne  (sans  points  essentiels)  dans  Taire  C  admet  les  zéros 
/>,  c,  ...  et  les  infinis  a,  3,  *',...  situés  dans  cette  aire,  ell« 
peut  se  mettre  sous  la  forme 

'L(jr)nc  devenant  plus  ni  nul  ni  infini  aux  points  «,  b,  c^  >  .* 

3t      'j      *' 

'i'     i*     •••• 

Les  fonctions  dénuées  de  points  essentiels,   et  possédan 
par  conséquent  un  nombre  limité  de  zéros  et  d'infinis  dan? 
une  aire  C,  ont  quelquefois  été  appelées  méromorphes  (Briot 
et  Bouquet). 
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VI.  —  Théorèmes  de  Canchy  sur  les  zéros  et  les  infinis 
d*iine  fonction,  contenus  dans  l'intérieur  d'an  contour  fermé. 

Théorème.  —  Soit  f{z)  une  fonction  monodrome  et  mo- 
f^ogènCj  sans  points  essentiels  à  l'intérieur  d^un  contour 
f^rmé  simple  C,  possédant  à  l' intérieur  de  ce  contour  les 
zéros  a^j  a^i  az,  . , .  avec  les  degrés  de  multiplicité  respec- 
^\fs  /Hf,  /W2,  /W3,  . . ,  et  les  infinis  ai,  a2,  aj,  ...  avec  les 
degrés  de  multiplicité  respectifs  [x,,  [X2,  [X3,  ...  ;  soit  F (5) 
une  fonction  synectique  à  V  intérieur  du  contour  0^  on  aura 

miF(ai)-i-m,F(a,)-^...— [x,F(a,)  — [x,F(a,)  — ... 

i* intégrale  étant  prise  le  long  du  contour  G  om,  plus  exac- 
tement, le  long  d'un  contour  infiniment  peu  différent  de 
C  et  intérieur  à  G. 

En  effet,  on  a 

"  (-3)  n'étant  ni  nul  ni  infini  pour z  ^^  a^,  a^,  .  . . ,  ai ,  aj,  .... 
Prenons  les  dérivées  logarithmiques  des  deux  membres  de 
^eite  formule  :  nous  aurons 

f(zj       ^z  —  ai      Zàz  —  ^j       e(-3)' 

°*tiltiplions  les  deux  membres  de  cette  formule  par 

dz 


F(-) 


TC  )J — 


Cl  intégrons  le  long  du  contour  G,  en  observant  que  (p.  245) 
Tintégrale 

r-^F(^) 
prise  le  long  d'un  contour  fermé  contenant  le  point  a  est 


344  CHAPITRE    TIII. 

égale  à  auy^—  i  F(a)  et  que  ^'{z)  est  fini  en  vertu  du  ih< 
rème  I,  nous  trouverons 

c'est  la  formule  que  nous  voulions  établir. 

Corollaire  I.  —  Si  le  contour  C  contenait  un  seul  zéro 
et  pas  d'infini  de /(s),  on  aurait 

et,  en  particulier, 

I      r^f'(^)  ^ 

a  —  -=^  I  -i-^  dz, 

air/ — 1«/     j{^) 

ce  qui  permet  de  remplacer  le  calcul  d'une  racine  par  le  calcul 
d'une  intégrale  définie,  quand  cette  racine  a  été  séparée. 

CoKOLLAiRE  II.  —  Supposous  quc,  daus  la  formule  (i),  on 
fasse  F(5)  :==  i,  elle  deviendra 

ce  qui  signifie  que  ; 

Le  nombre  des  zéros ,  diminué  du  nombre  des  infinis 
d^  une  fonction  monodrome  et  mono  gène  j  sans  points  essen- 
tiels à  V intérieur  du  contour  G,  est  égal  à  l'intégrale 

prise  le  long  de  ce  contour,  pourvu  qu^in  zéro  ou  un  infini 
d^un  ordre  de  multiplicité  k  soit  compté  pour  k  zéros  ou 
k  infinis. 

Or  on  peut  évaluer  l'intégrale  (2)  comme  il  suit  :  l'inté- 
grale indéfinie  est ^-^- log/(:;')  ;  pour  obtenir  l'intégrale 

27:  \/ —  I 
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iéBnie  (2),  il  faut  remplacer  z  par  sa  valeur  initiale  quand 

'on  lui  fait  décrire  le  contour  d'intégration,  puis  par  sa  valeur 

^finale  et  faire  la  différence  des  résultats;  bien  que  la  valeur 

£Dale  et  la  valeur  initiale  de  z  soient  les  mêmes,  les  valeurs 

correspondantes  de T=r-  !og/(^)  ne  sont  pas  les  mômes; 

air  y  —  I 

on  a,  en  effet  (p.  228  et  suiv.), 

^OSA^)  =  7=^  Hog  mod f(z)  -^  s/^arg/(  5)]. 


a^r 


V^ —  I  ai:/—  I 


log'iriod^(s)  reprend  sa  valeur  initiale  quand  le  point  z  a 
ichevé  sa  révolution  sur  le  contour  d'intégration,  mais 
irg_/"(>s)  s'est  en  général  modifié,  en  sorte  que  l'intégrale  (•;>) 
?st  égale  à  la  variation  subie  par  l'argument  de  /(z)  divisé 
3ar  HTZy  donc  : 

CoROLi-AiRE  III.  —  Le  nombre  des  zéros  de /(z)  contenus 
dans  le  contour  C,  diminué  du  nombre  de  ses  infinis,  est 
^cral  CL  Ici  variation  que  subit  V argument  de  cette  fonc- 
tion, quand  sa  variable  parcourt  le  contour  C  tout  entier, 
divisée  par  27r. 

La  fonction /(s)  peut  se  mettre  sous  la  formeX-î- Yy —  i 

Y 

et  son  argument  est  une  des  valeurs  dcarctangy*  La  varia- 
tion de  cet  argument  est  un  multiple  de  itz,  que  l'on  éva- 
luera   comme  il  suit  :  faisant  cheminer  le  point  z  le  long 

Y  •  ....  Y 

de  C,  :5^  deviendra  plusieurs  fois  infini  (sans  quoi  arctang=v> 

ne    franchissant  pas   de   multiple    def^ne   pourrait  varier 

de  2iï)-  Soient  N  le  nombre  de  fois  qu'il  devient  infini  en 
passant  du  négatif  au  positif,  n  le  nombre  de  fois  qu'il  devient 
infini  en  passant  du  positif  au  négatif,  la  variation  de  l'argu- 

nient  dey(.s)  ou  de  arc  tang^  sera  évidemment  égale  à  —      -  t; 

Y 

quand,  par  exemple,  arc lang;^?  a  franchi  deux  fois  un  mul- 


xx:  lEt^rcd    ML  TMssiiîf .  n 


tiac 


« 

^    1    i    Jtomh^r    de  fois  qwf 


•  •  •  •  • 


"T  a'^^Tfuni:  jw,  nrtj^ 


Èk  r 


IXL    r.iiiiûi«r    r.     IL  iiinnULnii  =  \t  IdBg  de 

mirg.irf  t*   uniâti  ù  r  onumc  k^  potat  z  dé 
taiits"     L  auTti-  :m  ouf  -  £iti  i  ^m    p.  m), 


m  — 


r 


;5 


l-.«r?»n»t  it  j.cDi'L':»!  "   r    f^s:  ;!i.ij:'j*f,  \  <•:  X  ^ont  des  polj- 
^•nt*:*  -tOiT^s!^  >f  j-  f :       ji  :*M.:-«tr*,-.  ^t*  qu'il  >c»îl,  ne  con-j 


n 


Vf  on  i  vu    p,  114    cinimeiiu  f»ir  des  divisions  successives^ 

'/fi  peut  cilcaler  le  nomLiv  I    :^  qnand  X  et  Y  sont  entiers 

-I 

VtiMT  faire  une  dernière  application  de  la  formule  (i),  si 
riche  en  conséquences,  supposons  que  la  fonction  f  soit 
tnifjHcenrJarite  et  qu'elle  ait  une  infînité  de  zéros;  si  Ton  fait 
grandir  irid/rfiniment  le  contour  C,  le  second  nombre  se  trans- 
l'orifMfni  en  ntut  série,  dont  le  premier  nombre  donnera  la 
s\\\vMv  HoiiH  forme  d'intégrale  définie.  Mais  il  y  a  ici  une  pré- 


FONCTIONS  HONOGÈNES  ET  MONODEOMES.       3^7 

idoa  indispensable  à  prendre  :  il  faut  écrire  les  termes  de 
i série  dans  un  ordre  bien  déterminé,  qui  est  celui  dans  lequel 

s^ajoulent  à  mesure  que  Ton  fait  croître  indéfiniment  le 

itour  d^intégration  ;  carFintégrale  qui  figure  dans  le  premier 
ibre  de  (i)  peut  changer  de  valeur  suivant  la  manière  dont 

déforme  le  contour  d'intégration  en  le  faisant  grandir. 
Prenons,  par  exemple,  pour  contour  d^intégration  un  cercle 

rayon  infini  décrit  de  Torigine  comme  centre;  soit 


aurons 


) 


{f 


=  o(o;--[o(n-4-G(  — i]-^    •• 

-r-[o(/i)-Ho(— ni]-:-...; 


f{z)  devenait  infini,  il  est  clair  qu'il  faudrait  ajouter  au 
md    membre  le  résidu   de  — -—- —  relatif  aux  infinis 

?(-)• 

Posons^  par  exemple,  o(z)=  -^^->  i  désignant  un  entier, 

iégrale  du  premier  membre  sera  nulle  et  le   résidu  de 

I                                I            d-*'           z 
— -=: sera ^ :  -.—-  -r. pour  z  —  o\on 

donc,  au  lieu  de  la  formule  (Â), 


•a. 3. 

. .  Il 

dz^^  ,  _  gii:-  V- 

-1 

J=^. 

I*' 

€ 
é 

mr  i 

—  I, 

on  trouve 

•n*  __   I         î 
"6   "■  ï»  "*"  2» 

1 

1 
3*"^- 

•  • 

1 

n 


ti 


¥11.  —  Application  des  principes  précédents. 

Nous  allons  appliquer  le  théorème  de  Cauchy,  démontré 
paragraphe  précédent,  au  développement  des  racines  de 
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certaines  équations;  mais  nous  allons  nous  en  servir  dV 
pour  établir  quelques  théorèmes  sur  les  fonctions  implici 

Théorème  I.  —  Toute  fonction  y  de  x  définie  par 

équation 

/(x,j)  =  o, 

dans  laquelle  f{jc,,y)  désigne  une  fonction  de  x  et  de^ 
monodrome  et  monogène  par  rapport  à  y  et  à  x 
toute  V étendue  du  plan  y  reste  continue^  monodrome 
mono  gène  à  V  intérieur  de  tout  contour  fermé  C  simple  q\ 
ne  contient  pas  de  point  x^  pour  lequel  y  devient  inj 
ou  pour  lequel  Inéquation  f{x,  y)  =  o  a  une  racine  mi 
tiple. 

Le  théorème  serait  encore  vrai  si,  x  variant  à  l'intérii 
du  contour  C,^   variait  à  l'intérieur  d'un  contour  fc 
simple  (J  et  si  la  loncl\oxif{x,y)  restait  monodrome,  moni 
<»ène,  finie  et  continue  pour  tous  les  points  x  intérieurs 
contour  C,  et  pour  les  points  j^  intérieurs  au  contour  C. 

Pour  démontrer  ce   théorème,   considérons   un   conl 
fermé  simple  G  qui  ne  contienne  qu'une  racine  y  de  Téqi 
lion  (i)  :  celle  racine  sera  donnée  par  la  formule  (p.  343)   j 


il)  y 


f^(T,  z)dz 


;7X  J—  \J  J{^y   ^) 


/,  et/o  désignant  pour  abréger  ^  et  ->  pourvu  que /ne  de- 
vienne pas  infini  dans  le  contour  C  quand  on  fait  varier  x. 
II  est  clair  que,  dans  ces  conditions,  Tinlégrale  qui  ligun 
dans  la  formule  (2)  est  une  fonction  finie,  continue,  mono 
(ironie  et  nionogcne  de  o^;  il  en  est  de  même  de  j^. 

TuKoiikMK  11.  -  Les  points  x  où  V équation  (1)  acquier 
des  racines  multiples  peuvent  être  des  points  critiques  di 
la  fonction  y. 

Cela  résultera  d'une  analyse  que  nous  développerons  ui 
peu  plus  loin;  pour  le  moment,  il  faut  observer  que  le  rai 
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lement  que  noas  avons  fait  tout  à  Theurc  ne  s'applique 
à  une  racine  multiple,  que,  d'ailleurs,  si  Ton  différentic 
[formule  (i),  on  a 

qae  ^  croit  ordinairement  jusqu'à  Tinfîni  quand  f^  tend 
zéro,  c'est-à-dire  quand  j/*  devient  racine  multiple  de  (i .. 


Tin.  —  Série  de  Bnrmami. 

[Supposons  que  la  fonction  0  (^)  soit  synectiquc  à  l'intérieur 

contour  fermé  C  et  qu'elle  n'ait  qu'une  racine  à  l'intérieur 

ce  contour;  si  le  nombre  x  n'est  pas  très  différent  de  cett(^ 

âne,  en  d'autres  termes,  si  Q(^)  n'a  pas  un  module  très 

id,  on  pourra  supposer  que,  le  long  du  contour  C, 

modO(5)>modO(a:). 

Supposons  donc  :  i^  qu'à  l'intérieur  du  contour  C,  O(^) 

il  sjnectique;  2**  qu'elle  n'ait  qu'un  seul  zéro;  3°  enfin 

:,  X  étant  intérieur  au  contour  C,  on  ail  toujours  pour  les 

►înts  z  situés  sur  ce  contour  l'inégalité  (i).  Je  dis  que, 

1/(5)  est  une  fonction  syncctique  à  l'intérieur  du  contour  C, 

|n  pourra  le  développer  suivant  les  puissances  ascendantes 

lee(-r). 

i  En  effet,  appelons  N  le  nombre  des  racines  de 


h 


e(-3)  —  0(J7)  =  0, 

t  Tune  est  j:,  contenues  dans  le  contour  C;  on  aura 


b  vertu  de  (1),  on  pourra  développer  le  second  membre  de 
ette  formule  suivant  les  puissances  de  0(x),  et  l'on  aura 

,       ^  __  I r    r(i'(z)rfz        rW(z)^(.r)ffz    ^        1 
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Tous  les  termes  du  second  membre  sont  nuls,  ainsi 
montre  l^intégration  immédiate,  sauf  le  premier  qui  esll 
au  nombre  des  racines  de  6(^)  =  o  contenues  dans  C, 
à-dire  à  un,  donc  N  =  i  ;  on  aura  donc,  en  intégrant  toajc 
le  long  du  même  contour  C, 


(a) 


fix)=—)=f 


Si,  à  Tintérieur  du  contour  C,  Téquation  ^(z)  ^=  oavaitii 
cines,  Téquation  6(:?  )  —  S(^)  =  o  en  aurait  a  aussi,  toi 
sous  la  condition  (i),  et,  en  appelant  :r,  x\  x^ ^  . . .  cc^ 
la  formule  (2)  devrait  être  modifiée  :  son  premier  mci 
de>Tait  être  remplacé  par/(j:)  -t-/(^)  -r-/{^)  -v-  - 

Ceci  posé,  puisque  Ton  suppose  que,  le  long  du  conU)iir[ 
le  module  de  h(x)  reste  inférieur  à  celui  de  ô(^),  Tintégn 
^fui  entre  dans  la  formule  (2)  pourra  se  développer  suivant! 
puissances  ascendantes  de  la  fonction  0(x),  et  l'on  aura 


Or.  en  itrn;*rjiK  on  a,  en  intégrant  par  parties, 

//^^  -*  /.^     f(-)      rf'(z)dz^ 

>i  Ion  pose  alors 

^^z    =iz-~a)Q{z) 

ol  >i  Ton  inlocre  le  Ion?  du  contour  C,  il  vient 

^   .s  "  ^    5  •  {iz 


a  -  % —  I 


/ 


6"-i   .5 


1.2.3. .  .71  daf^-^  L"^'H«~)J  ' 


on  a  dv^nc 

\-> 

\*i     -6^j 

„-  ■ 

*♦»   .r^ 

\ 

i,j.S...rt 

■^vôT  ^  1.1  dâ  L^r«)J 
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r*st  la  formule  de  Burmann;  on  peut  lui  donner  une 


pp(^)=ê'(V)S' 


Iriors  on  a,  comme  plus  haut, 


z)r/z 

r 


IL 

■■,  en  observant  que,  si  Ton  intègre  le  long  du  contour  C, 
Bt  quantité  hors  des  signes  /  s'annule. 


\ 


rf(sW(z)dz  _  .  rf^-tz)  pf,,.. 


L  Une  seconde  intégration  par  parties  donne 

r/(zW(z)dz  _       ,        r  V(z)   p,f,., 
»t  ainsi  de  suite,  et  finalement 

ffL'F(^dz , rii'(z)  p„ ,.  .^.. 

J     e-^'Ci)    -  i.a.3.../»J  eTF)*  •^^''^'^-" 

nr  suite 

air/— TJ       »»+'(-)  I.VS.3.../1      •''' 

^A  formule  (3)  devient  alors 

1.2       •'^    '^  i.2.i...n      •'^    ^ 

^  comparaison  de  cette  formule  avec  la  formule  (4)  fournit 
identité 


352  CHAPITRE    TIII. 

L^application  de  la  formule  de  Burmann  au  développemenl 
de  e^-^  suivant  les  puissances  de  xe^^  donne 

1.2 

1.2.3 

Le  resle  R  de  la  formule  de  Burmann,  quand  le  dernier 
terme  employé  est  en  6''(x),  est  donné  par  la  formule 

de  sorte  que,  si  M  désigne  la  valeur  maxima  du  module  de 

7(^)07^) 

le  long  d'un  contour  C  contenant  le  point  x,  et  tel  que  0(- ) 
ait  un  module  supérieur  à  modO(j:),  on  aura 

niodR<modO«-^ï(a7) ^■—=  fMdz 

27:  / —  iJ 

OU,  en  appelant  s  la  longueur  du  contour  C, 

vM 

modU     :      _  inodO"*-ï(j-). 


•2~ 


Telle  est  rcxpressioii  de  la  limite  supérieure  du  reste  dans  la 
furriiule  do  Bunnaiin. 

Nous  allons  inainteiiaril  traiisforiner  la  formule  de  Burmann 
et  donner  une  ibrmc  nouvelle  à  ses  coelficienls  :  nous  auron*: 
alors  la  série  de  Wronski. 

IX.  —  Série  de  Wronski. 

Supposons  (juc  l'on  ail  démontre  la  possibilité  du  dévelop- 
pement 

rio,  cii,  a^.    .    .    d('\si^nant  dos  constantes   et   co,,   coo,    .    •» 
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&>/(,  .  • .,  des  fonctions  données  de  x\  supposons  enfin  qu'il 
soit  permis  de  calculer  les  dérivées  de  f(^x)  en  prenant  les 
dérivées  de  chaque  terme  du  second  membre  de  (i).  Nous 


aurons 


f\x)=.  aito'i  -\-  aiw'. 


O'n^n 


et  nous  en  conclurons 


,—  =  ai  -h  a,  -r 


^^ 


a 


U), 


II 


tu. 


si  Ton  différentie  encore,  on  a 


(0;tO|   - 

1 

*   *  * 

(0 

ce  que  l'on  peut  écrire 

0,;  /' 

=  a, 

-h ... -h  a» 

0,', 

co', 

«-'« 
< 

-+-..., 

et  ce  qui  fait  soupçonner  la  formule 

Wj       Cl)',      ...     a)'„_j      /' 

«o",    ùi^,    ...   (o;_i    /" 

•   ••                 ••«               •••                   •••                   ••• 

(!=• 

=  2"*»* 

0,'. 

•    •   • 

•    •    • 

... 

... 
... 

w«  - 1 

•    •   • 

•    •   • 

«7 

wj      ... 

<-i 

Z'* 

\ 

t  =  /i 

cuï 

coï 

•   .   • 

<-l 

<"? 

Cette  formule  est  vraie  pour  71  =  2;  admettons  qu'elle  ait 
;  Keu  pour  une  certaine  valeur  de  n,  et  démontrons  qu'elle  a 
lieu  pour  une  valeur  de  n  supérieure  d'une  unité. 
Pour  abréger,  nous  poserons 


(3) 


to, 


(0. 


W 


(0, 


h>^ 


to^ 


a> 


n-\ 


w,,_ 


ii-\ 


w2- 


/»-l 


F' 
F 

•  •   • 

F« 


-i2«(F); 


alors  la  formule  (a)  pourra  s'écrire 


ii  =  «. 


û'»(/)=  2  ^i^""(^i^) 


Jl  =  n 


L.  —  Traité  d' Analyse,  III. 


a3 
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et,  en  différen liant  après  avoir  divisé  par  Q,i((i}„), 

d    ilr,(f)  _y         ri   Q/,(o)ti) 
^^^  dx  iïn{iOn)       2^^^  dx  I2„(a)«)' 

Or  on  a,  en  générai, 

mais  la  dérivée  relative  à  x  d'un  déterminant  tel  que  i 
s'obtient  en  prenant  les  dérivées  des  éléments  de  la  demi 
ligne,  comme  il  est  facile  de  le  voir,  et  Ton  a,  par  suite, 

(X2n^t(F)  aû«^,(F) 

(5)  devient  alors 

_rf    %( F)^  ^        I       r^>QnM(F)  (HWiJF)  _  ^«ti( F)  ^J^jil 

c'est-à-dire,  en  vertu  d'un  théorème  connu  sur  les  déte 
nants  (t.  I,  p.  i6i), 

mais 

f)2Û„^,(F) 

donc  enfin 

En  ayant  égard  à  cette  formule,  (4)  peut  s'écrire 

|X  =  oc 


^«4-i(/)=     ^     alxûn^-l(to,x)J 


(1  =  /i-f-l 


ce  qui  est  la  formule  (2)  dans  laquelle  on  a  changé  tiqjx  n 
cette  formule  (2)  est  donc  exacte. 
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E^i^enons  maintenant  cette  formule  (2)  et  écrivons-la  ainsi 


— =a„-+-      >.    a,   ^• 


|i  =  « 

l&sn  +  l 

ira 


11  = 


est,  d'après  Wronski,  l'expression  de  a^  dans  la  for- 
(i).  Les  applications  qu'il  propose  de  cette  formule 
liraient,  en  général,  à  des  résultats  inexacts;  mais  on 
cependant  s'en  servir  pour  retrouver  sous  une  forme 
ise  la  formule  de  Burmann  :  il  suffit  pour  cela  de  sup- 


)  =  o;  alors,  en  faisant  x  =  a,  la  formule  (6)  devient 


««  = 


Vit:  De  D»e« . . .  D^-iô'»-»  DV 

~- > 

yzhDeD»0«...D«0'» 

le  D  représentant  -y--  Cette  formule  peut  s'écrire 

V±:  De  D«e» . . .  D^-ie'»-!  d«/ 

j.2.3...n[e'(a)}    > 

îlant  écrits,  pour  abréger,  à  la  place  de  6 (a)  et  de/(a), 
mule  (i)  devient  alors 

)  =  /(a)-^e(.)^^+... 

^  ,  ,     Vzi=DeD«e»...D«-»e«-îDV 


1.2.3. ../i  ^112111 

ma)]    ^ 


À 


\ 
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C'est,  sous  une  nouvelle  forme,  la  série  de  Burmann,  for- 
mule peu  connue,  probablement  à  cause  de  Fappareil  préten- 
tieux avec  lequel  elle  a  été  présentée  par  Wronski  dans  sa 
Philosophie  de  la  Technie! 

X.  —  Série  de  Lagrange. 

La  série  de  Lagrange  a  pour  but  de  faire  connaître  le  déve- 
loppement en  série  d'une  racine  de  Téquation 

(i)  z  —  x—tf{z)  =  o, 

ou  même  d'une  fonction  quelconque  de  cette  racine. 

Considérons  un  contour  fermé  simple  C  et  supposons  qu'à 
l'intérieur  de  ce  contour /( 5)  soit  synec tique;  le  nombre  N 
des  racines  de  (1)  contenues  dans  le  contour  en  question 
sera  donné  par  la  formule  (p.  344) 

(.)  ..^^^=f^i^^^,., 

où  rintégralc  est  prise  le  long  du  contour  C.  Supposons  que, 
le  long  du  contour  C,  on  ait  toujours 

(3)  mod(<3  —  ;r  )>  ino(.W/(  w), 

ce  qui  aura  lieu  évidemment  si  t  est  assez  petit,  on  pourra 
développer  le  second  membre  de  (i)  suivant  les  puissances 
de  t  et  Ton  aura 

'^  {Z-X)n^i      ■    ■■■\ 


OU 
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Nous  sapposerons  le  point  x  à  Tintérieur  du  contour  C  ;  alors, 
si  Ton  se  rappelle  que 


(4) 


J  (-»  — x)«        i.a...(/i-  I)  ^    '' 


cette  formule  donnera,  tous  les  termes  en  i  se  détruisant, 

N  =  i. 

Ainsi  le  contour  C,  le  long  duquel  la  formule  (3)  a  lieu, 
contient  une  et  une  seule  racine  de  (i).  Appelons  i  cette 
racine,  et  soit  F(z)  une  fonction  synectique  dans  le  contour 
C;  on  aura  (p.  344) 


21C 


>^^^(')=fjé^U^(')<''' 


rintégrale  étant  toujours  prise  le  long  du  contour  C.  Déve- 
loppant le  second  membre  suivant  les  puissances  de  t,  il  vient 

t»^  v'=TF(a)  =yF(*)[.  -  r/'(^)]c?^ } -^  +  ^-^^, +. . . 
ou 

c'est-à-dire,  en  vertu  de  la  formule  (4)   que  nous  avons 
rappelée, 

F(a)=F(x)+<r^F(x)/(ar)-/'(jr)F(x)j  +  ... 

OU  enfin,  en  réduisant  en  un  seul  les  deux  termes  qui  sont 
entre  crochets, 

(5)   i  11  ax 

+  ,  ,   '      „  Jb^,  [F'(x)/-(x)]--.... 
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Telle  est  la  formule  de  Lagrange.  Pour  qu^elle  soit  apf^' 
cable,  il  faut  que  la  racine  a  soit  contenue  à  Vintérkif 
d'un  contour  contenant  le  point  x  et  le  long  duquel  on  ait' 

inod(^  —  ^)>  moàtf{z). 

En  particulier,  si  F  (a)  =  a,  on  a 

Pour  faire  une  application  de  la  série  de  Lagrange,  nous 
considérerons  Téquation 


(6) 


z  —  X  —  I  sin^  =  o, 


que  Ton  rencontre  en  Mécanique  céleste.  Nous  supposerons 
X  et  t  réels  ^  pour  que  Tune  des  racines  (celle  qui  a  le  plus 
petit  module)  soit  développable  par  la  série  de  Lagrange,  il 
faut  que  Ton  puisse  trouver  un  contour  fermé  contenant  la 
racine  et  le  long  duquel 


Si  l'on  pose 


mod(z  —  ar)>  mod^sinz. 


-5  =  5  -h  7)  )f^\. 


cette  inégalité  équivaut  à 


mo 


d(>5  —  ^)>  mod-  v^e*')  -f-  e*^  —  2Cos2;. 


En  appelant  /•  le  rayon  du  contour  C,  que  nous  supposerons 
circulaire,  cette  formule  sera  satisfaite  si 


1/  l^ 


ou  si 


'1 


(  e'' -4-  e-^)  —  r  -H  \/x^  <  o ; 


f-r^ 


en  d'autres  termes,  si  réquation 


/' 


' —  (  e^  -h  e-f  )—  r  -\-  i/r*  =  o 

2 
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A Qoe  racine  positive  supérieure  à  ^x'^,  la  formule  (5)  pourra 
servira  développer  une  racine  de  Téquation  (6).  Nous  n'é- 
crirons pas  ici  ce  développement  que  l'on  trouvera  dans  tous 
ics  Traités  de  Mécanique  céleste,   et  qui  ne  présente  rien 
d'intéressant  au  point  de  vue  analytique  pur. 

La  démonstration  que  nous  venons  de  donner  de  la  for- 
mule de  Lagrange  est  due  à  Cauchy,  qui,  le  premier,  a  fixé 
les  limites  entre  lesquelles  était  applicable  cette  série. 


XI.  —  Séries  de  Laplace  et  de  Legendre. 
Laplace  donne  le  moyen  de  résoudre  par  les  séries  l'équation 

(I)  Z^^[T-^tf{z)]. 

Pour  cela,  on  pose 

^  =  x-^  tf{z)    et    ^  =  *(0); 

par  suite 

0  =  a7-h//[*(0)]. 

Si  Ton  veut  développer  5,  il  n'y  aura  qu'à  développer  *(0) 
par  la  formule  de  Lagrange. 

Legendre,  dans  ses  Exercices,  donne,  pour  la  résolution 
de  l'équation 

la  formule 

OU  P  est  un  symbole  opératoire  défini  par 

On  la  démontre  en  procédant  comme  pour  établir  la  formule 
de  Burmann  et  en  partant  de 


An 

n  r     T  affine  34 fis  -nrini  j^^nr  r  ^=^z  '»t  A^.  A. .  —  dé 

Ea  -"det.  )iL  loir  ivair 

inac 

•     - ... —  ■^.   -  . 


r 


» 


TsxnszxE  IIL  —  €  ntf  m  action,  mono€lr>ifn^  anonozi 
^t  hi^TK  diîOirmiii»*!*  »Lzns  oyat*:  r^itendfm  du  plan ^  même 
f^int  à  CùkfuiL  qrii  *itimet  an  nom.5r*;  limité  d' in  finis 
rationnai  Lit», 

En.  efet,  §appoâocL§  qae  la  fonctîoayî^x  •  admette  Tinfin 

elle  iera  de  la  forme 


^n 


A^  rlé?iznant  ane  coQ^Unte  et  /n  an  exp35ant  entier  fini.  M 
31  y  r    eit  encofi  îndni  poar  x  =  î.  on  aura 

on  écrira  donc 

'ij'x;  n'étant  plos  inOni  ni  pour  x  =r  i  ni  pour  x  =  : 
ainsi  de  suite  ;  r\f\X)  est  encore  infini  pour  x  ==  3c,  sans 
rinfini  soit  un  point  essentiel,  on  aura 
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■(x)  n^étant  plus  jamais  infini,  car  îs(x)  ne  peut  pas  avoir 
Tautres  infinis  que  ceux  de/{x).  Cette  formule  est  générale 
5t  comprend  le  cas  où  /{x)  n'est  pas  infini  pour  x  =:cc;  il 
mffit  d'y  supposer  pour  cela  a^  =  a^_^  =  ...=:  a,  =  o. 

Mais,  si  ts(^x)  n'est  jamais  infini,  comme  il  est  évidemment 
nonodrome  et  monogène,  il  se  réduit  à  une  constante  et 
f{x)  est  alors  une  fonction  rationnelle. 

Théorème  rV.  —  Si  une  fonction  bien  déterminée  mono- 
drame  et  monogène  dans  toute  rétendue  du  plan,  même  à 
Vinfiniy  ne  devient  infinie  que  pour  x  =  x>,  elle  est  entière. 

iEln effet,  la  formule  (i)  a  pour  second  membre  une  fonction 
entière,  dans  le  cas  où  les  infinis  a,  ^,  ...  n'existent  plus. 

D  est  bon  d'observer  qu'une  fonction  rationnelle  quel- 
conque a  autant  de  zéros  que  d'infinis.  Cela  est  évident 
faand  elle  est  finie  pour  x=:qo,  parce  que  le  degré  du 
inmérateur  doit  égaler  celui  du  dénominateur;  mais,  dans  la 
traction 

où  y(x)  est  de  degré  m  -f-  /i  et  où  '!^{x)  est  de  degré  m,  il  ne 
but  pas  perdre  de  vue  que  la  fraction  admet  pour  infinis 
Qon  seulement  les  m  zéros  de  ^{x)^  mais  encore  des  infinis 
[•a  nombre  de  n  pour  /i  =  oo. 

Théorème  V.  —  Une  fonction  bien  déterminée,  mono^ 
drame  et  monogène  dans  toute  détendue  du  plan,  même  à 
lUnfini,  et  qui  admet  un  nombre  limité  de  zéros  est  une 
fonction  rationnelle.  (L'infini  n'est  pas  censé  point  essen- 
tiel.) Car  son  inverse  a  un  nombre  limité  d'infinis  et  est,  par 
Dite,  une  fonction  rationnelle;  la  fonction  elle-même  est 
onc  également  rationnelle. 

Théorème  VII.  —  Une  fonction  toujours  monodrome  et 
onogène  sans  points  essentiels  est  rationnelle. 

En  effet,  on  peut  toujours  supposer  cette  fonction  finie 
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pour  j:  =  X  ;  si  celle  fonclion  /"( x)  devenait  infinie  poar  X 
infini,  on  considérerait /[  )  ;  si  /(o)  élaît  infini,  en  appe- 
lant n  l'ordre  de  multiplicité  de  l'infini  j:  =  o,  x*/(x)  ne 
serait  plus  infini  pour  x  =^  o  et  l'on  raisonnerait  sur  — /(  -I 

comme  nous  allons  le  faire  sur/(x). 

y(j:)  n'étant  pas  infini  pour  j:  =  x,  décrivons  un  cercle  de 

l'origine  comme  centre  avec  un  rayon  R\  tel  que/(R^^"M, 
R  étant  plus  grand  que  R',  soit  de  module  moindre  que  Mi 
l'intérieur  du  cercle  R';y(j:)  a  un  nombre  limité  d'inGois 
dans  le  cercle  R',  il  n'en  a  pas  en  dehors;  donc/"(x)  a  un 
nombre  limité  d'infinis  ;  on  verrait  de  même  qu'il  a  un  nombre 
limité  de  zéros  :  il  est  donc  rationnel.  c.  q.  f.  d. 


Xni.  —  Théorèmes  de  M.  Weierstrais  sur  les  fonctions  donéai 

de  points  essentiels. 

Si  une  fonction,  en  général  monodrome,  monogène,  finie, 
continue  et  bien  déterminée,  cesse  d'être  bien  déterminée  en 
un  poin!  a^  on  dit  que  ce  point  est  un  point  essentiel;  un 
infini  se  dislin^Mie  d'un  point  essentiel  en  ce  que,  en  un 
infini,  linverse  de  1«t  fonction  a  une  valeur  nulle  bien  dé- 
t(!rnnnée,  lundis  que,  en  un  point  essentiel,  la  fonction  peut 
bien  de\(*nir  infinies;  son  inverse  n'est  pas  seulement  nul. 
mais  indéterminé.  II  était  nécessaire  de  rappeler  celle  défi- 
nition pour  rinlrlllj^encc  de  ce  (pii  va  suivre. 

Soit  j (  r  )  une  fonclion,  en  <;énéral  continue,  monodrome 
et  niono<;ène  à  rinté-rieur  d\in  contour  fermé  simple  C,  ex- 
cepté en  des  points  r/,,  ^'/^ ''///que  nous  supposerons  être 

ou  des  infinis  ou  des  points  essenliels;  on  aura 


^0 


''l 


la  première  intégrale  étant  prise  le  long  du  contour  C,  elle 


igné     /    désignant  une  intégrale  prise  le  long  d'an  cercle 

nfinitésimal  ayant  son  centre  aa  point  a^. 

L'intégrale  /  ^ ^    dz  est  une  fonction  sjnectiqne  de  x 

lans  rintérieor  da  contour  C:  appelons^  i-z^  —  i%(jr); 
nous  pourrons  écrire,  an  lien  de    i  . 


Z-;^ 


Dr  on  a 


X  —  z       X  —  ag 
ety  par  suite. 


I--  f  z  —  «f    «        I 


Supposons  le  point  x  hors  des  contours  dlntéjrration  circu- 
laires :  alors  le  long  de  ces  contours  le  module  de  ^  —  a,  sera 

moindre  que  celui  de  x  —  a,,  et  le  terme  ( )    

*  *  X  —  ai  J     x  —  z 

tendra  Ters  zéro  ijuand  m  croîtra  indéfiniment;  on  a  donc 

G/(x)  désignant  une  série  Ilmîlée  ou  illimitée,  ordonnée  par 
rapport  aux  puissances  de  x  —  <//  :  elle  sera  limitée  si  a/  est 
m  pôle  ou  infini  ordinaire  de/ix  :  elle  sera  illimitée,  mais 
convergente,  si  a/  est  un  point  essentiel. 

Ainsi  toute  fonction  qui,  dans  un  contour  C  fermé 
impie,  a  un  nombre  limité  d^ infinis  ou  de  points  essen- 
els  ai,  a^,  ..-,««  est  de  la  forme 
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^(x)  désignant  une  /onction  synectique  dans  le  contour  Q 
et  (j{x)  une  série  toujours  convergente  ou  limitée,  ordon- 
née par  rapport  aux  puissances  croissantes  de  x. 

SI,  à  rinlérieur  du  contour  C,  la  fonction  f{x)  n'a  qu'un 
seul  infini  ou  point  essentiel  a,  elle  pourra,  à  rinlérieur  de 
ce  contour,  se  mettre  sous  la  forme 

la  fonction /(.r) — G(     _|_     J  est  donc  synectique  dans  le. 

contour  C. 

Cela  posé,  considérons  une  fonction  /(j?)  partout  synec- 
tique, même  à  Tinfini,  excepté  au  point  a  qui  sera  un  in6ni 

ou  un  point  essentiel,  dans  le  contour  C;  nous  avons  vu  que 

y(  j:)  —  G  (     j  était  synectique,  mais  elle  est  évidemment 

synectique  partout  ailleurs;  en  la  représentant  par  6(x),  on  a 
alors 

/(T)  =  0(x)-f-G(^^),  \ 

0(.r)  élaiit  partout  synectique,  même  à  Tinfini,  est  une  fonc- 
tion qui  se  réduit  à  une  constante  et  l'on  a  simplement,  en 
comprenant  la  conslaiite  sous  le  signe  G, 

Donc  : 

Toute  fonction  qui  n^a  quhin  infini  ou  un  point  essen- 
tiel a  et  qui  est  synectique  partout  ailleurs  est  une  série 
limitée  ou  il  limitée^  mais  convergente,  ordonnée  suivant 

les  puissances  croissantes  de • 

Considérons  maintenant  une  fonction  avec  un  seul  infini 
ou  point  essentiel  à  l'infini,  y(.r),  alors/f  -  j  aura  pour  seul 
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li  OU  point  essentiel  o  et  sera  de  la  forme  G(  -  ]»  G(  -  ] 
ûgnant  une  série  toujours  convergente,  limitée  ou  illimitée, 
lonnée  par  rapport  aux  puissances  de  -;  donc 

f(x)=Gix), 

Ainsi,  les  fonctions  ayant  un  point  essentiel  à  V  infini  et 
^ailleurs  toujours  synectiques  sont  les  séries  convergentes 
données  suivant  les  puissances  ascendantes  de  x. 
Il  est  évident  d'ailleurs  qu'une  série,  toujours  convergente 
mr  des  valeurs  finies  de  x  et  ordonnée  suivant  les  puis- 
sances croissantes  de  x^  doit  avoir  un  point  essentiel  à  l'infmi, 
■us  quoi  elle  serait  le  développement  d'une  fonction  entière. 
Soit  maintenant  y(:r)  une  fonction  synectique  dans  toute 
Pétendue  du  plan,  excepté  en  des  points  ai,  as,  • . .,  a/t  qui 
leront  des  pôles  ou  des  points  essentiels  ;y(j;)  dans  un  con- 
Umr  contenant  les  points  ai,  aa,  • . . ,  a;,  est  de  la  forme 

Gf  avant  toujours  la  même  signification  que  plus  haut  et  0(j?) 
désignant  une  fonction  synectique  dans  le  contour;  donc 

;st  synectique  dans  le  contour;  elle  est  d'ailleurs  synectique 
;n  dehors  du  contour  :  elle  se  réduit  donc  à  une  constante  ; 
>n  peut  supposer  cette  constante  comprise  sous  l'un  des 
lignes  G  et  écrire 

Enfin,  si,  parmi  les  points  ai,  a2,  .  • .,  a«,  il  y  en  avait  un  à 
infini,  on  observerait  que,  en  faisant  abstraction  de  ce  point, 
a  fonction 


368 


CIAFITll  TllI. 


est  synectique  dans  un  contoar  G  contenant  les  points 
tiques  situés  à  distance  finie,  et  qu'elle  est  sjnectique  par 
ailleurs,  excepté  à  Tinfini  ;  donc  0  (â?)  est  une  série  G  (  j;)oi  ^ 
née  suivant  lés  puissances  croissantes  de  as  et  Ton  peut  j 


/(,)  =  G(x)h.2g,(^) 


Telle  est  l'expression  d'une  fonction  synectique  partostrj 
excepté  en  un  nombre  fini  de  points  donnés  ai,  iiti  •  • ., 
expression  donnée  par  M.  Weierstrass. 

XIV.  —  Déoompbfltlim  d'une  fanctten  an  iaotavt  ^^mùa^ 

Soit /(â?)  une  fonction  monodrome  et  monogène  finie 
toute  rétendue  du  plan,  mais  pouvant  avoir  un  point 
tiel  à  l'infini.  Soient  ai ,  a^,  • . . ,  a/,  .  •  •  ses  séros  rangés  dias^ 
un  ordre  tel  que  les  nombres 


modai9    modoti 


moda/i 


n'aillent  jamais  en  décroissant.  Soient  enfin  ai ,  Oi,  • .  •,  o/,  •• 
les  ordres  de  multiplicité  deszérosai,  a^, .,.  •  respectivement 

Premier  cas.  —  La  série 


(I) 


«1 


«t 


modai        modai 


a/ 


moda/ 


est  convergente. 

Alors  la  suivante  l'est  aussi 


«1 


a» 


modaifi  —  mod — )        inoda«(i  —  mod— ) 

car  on  l'obtient  en  multipliant  les  termes  de  la  première  par 
des  nombres  qui  finissent  par  devenir  moindres  que  2,  par 
exemple.  Il  en  résulte  que  la  série  suivante 


«1 


ac« 


X  —  ai       X  —  ai 


-h...-f- 


«/ 


X  —  a/ 
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ionl  les  termes  ont  des  modules  moindres  que  les  termes  de 
la  précédente,  Test  aussi.  Ceci  posé,  considérons  la  fonction 


f{x)        x  —  ai' 
elle  est  finie  pour  x  =  aij  donc 


A 


X)        ^ix  —  ai  ' 


est  une  fonction  finie  dans  toute  Tétendue  du  plan,  et,  en 
intégrant,  on  a 

log^^-logn(l         -\''---.    Ç\.iT)dr. 

/tx)  =  /(o,e-'  "('-^-)     • 

Deuxième  cas.  —  Je  suppose  que  la  série  (i)  soit  dii^er- 
gente,  mais  qu'il  existe  un  exposant  io^  tel  que  la  suivante 
fait  convergente 

.p  \  . .  '     .  . = -i- .    .  • 

osons 

I  X  .r««>-i 

''^    ^       ai       a]  a^ 

ous  aurons 


1    série   suivante  sera  uniformément  convergente,  excepté 
)iir  jc  =:  aij  X  =  «2,  . .  . , 

tte  série  peut  s'écrire 

L.  —  Traité  d'Analyse,  Ul.  jt'i 


est  finie,  même  pour  x  =  «■ ,  a^t  ....  En  intégrant,  o; 

on 

Tiouikn  eu.  —  Les  série»  (i)  et  (3)  foiU  <£verj 
quelque  toit  la. 

On  posera 

^         a,     «;     «ï  ^* 

on  en  conclnra 

La  série 

sera  convergente,  car  la  racine  t'™'  de  son  i'™*  terme 

qui  finit  par  tendre  vers  o.  Cette  série  peut  s'écrire 

2  [----, „H^ 


^'-2[,-^-H-«"> 
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est  finie,  même  pour  x  =  ai,  as,  .  • .  ;  en  intégrant  alors, 


on  a 


'<-2h(-£r-"p^->^=r«^ 


7( 

oa 


^■'""-[{-ir''-'^ 


'0     /(')=/(o)e 

Les  factears  de  la  forme 

^         a// 
sont  ce  que  l'on  appelle  des  fonctions  primaires. 

Une  fonction  finie  est  donc  toujours  décomposable  en 
facteurs  primaires. 

L'analyse  que  nous  venons  de  développer  met  aussi  en 
évidence  ce  fait  que,  étant  donnés  des  zéros  d'un  ordre  de 
Multiplicité  fini,  et  tels  qu'il  y  en  ait  un  nombre  fini  dans 
^neétendue finie  duplan,  Il  est  toujours  possible  déformer 
une  fonction  synectlque,  excepté  pour  j:  =  oc  admettant  ces 
zéros:  cette  fonction  est  de  la  for  me  (4). 

Considérons  maintenant  une  fonction  f(x)  avec  des  zéros 

et  des  infinis  quelconques,  mais  sans  points  essentiels,  except/; 

à  l'infini  :  on  pourra  toujours  former  une  fonction  toujours 

finie  F( x),  excepté  pour  x  =  oc  admettant  pour  zéros  les 

infinis  de  f{x)'^  alors /(j:)  F(j:)  sera  fini  et  on  pourra  le 

représenter  par  G{x)\  on  aura  donc 

Donc  : 

Une  fonction  qui  n'a  pas  d'autre  point  essentiel  que  le 
point  situé  à  l'Infini  est  le  quotient  de  deux  fonctions  qui 
n'ont  plus  d'Infinis,  et  qui  n'ont  d' autres  points  essentiels  ' 
que  le  point  situé  à  V Infini, 

Les  théorèmes  exposés  dans  ce  paragraphe  et  le  précédent 
iont  dus  à  M.  Weiersiv^ss  (  A  bhandlungen  derkônlg.  Akad, 
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der  Wissenschaften  zu  Berlin,  1876.  —  Annales  de  l'École 
Normale  supérieure,  2*  série,  1879). 

M.  Mittag-Lieffler,  qui  a  simplifié  les  démonstrations  de 
M.  WeierstrasSy  a  donné  une  expression  d'une  fonction  qat 
possède  une  infinité  de  points  essentiels  et  a  complété  ainsi 
le  théorème  de  Cauchy  (p.  317). 

Voici  son  analyse  {Comptes  rendus  du  3o  janvier  1882). 

XY.  —  Théorème  de  M.  Mittag-Lefller. 

Soit  f{z)  une  fonction  admettant  des  points  critiques  en 
nombre  fini  ou  infini  (pôles  ou  points  essentiels)  ai,  a^,  •••, 
a„,  • . .,  tels  que  ces  points  soient  toujours  séparés  par  un 
intervalle  fini  et  que  lima;i  =  oo  pour  /i  =  qc;  supposons 
d'ailleurs  /(^)  synectique,  excepté  en  «i,  a^,  .  . . ,  a„,  .... 
Soit  C  un  contour  fermé  simple  contenant  les  points  a^ 
rtj,  . . . ,  le  poinl  X  et  l'origine  des  coordonnées  ;  on  aura, 
en  intégrant  le  long  de  ce  contour, 

f  i^^z-x\z)        i^,z-x\zj       ^i^„^z—x\z) 

Or,  en  supposant  que  le  point  o  ne  soit  pas  critique,  on  a 

P    f{z^  (x\'*     ..  , 

i^^  z  —  x\z  / 

i^^z  —  x\z/         i.2...(v— i)J         dz^-^  z  —  x 

.rv  r      /v-'(o)       v-i  /'^-»(o) 

1.2.3.  ..(v  —  I)L  T  I  X^ 

O-'^    ^  z'  [x  — a,       (x  — a/)«         J 

-^-F,(x)-G,(^j, 
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F|  désignant  un  polynôme  entier  en  x  et  G|( — ~ — )  une 
série  toujours  convergente  ordonnée  suivant  les  puissances 
eotières  et  croissantes  de La  formule  (i)  devient  alors 

F(j:)  désignant  un  polynôme  de  degré  v  —  i .  Si  alors  Tinté- 

grale 

tend  vers  o,  pour  une  valeur  de  v  convenablement  choisie, 

quand  le  contour  C  se  déforme  en  embrassant  un  nombre  de* 
points  ezi,  a^^  . . . ,  indéânimeot  croissant,  on  aura 

(3)  /(,,=  FU)^2G'(jé^J- 

Telle  est  Texpression,  sous  la  condition  dont  nous  venons  de 
'parler,  donnée  par  M.  Mittag-Ledler  d^une  fonction  avec  une 
ioËDÎté  de  points  singuliers. 

Nous  avons  tacitement  supposé  que  le  point  o  n'était  pas 

an  pôle  ou  un  point  essentiel;  dans  le  cas  où  ce  point  serait 

critique,  il  n^est  pas  difficile  de  voir  qu'en  appelant  H(x) 

une  série  toujours  convergente,  ordonnée  par  rapport  aux 

puissances  croissantes  de  x,  il  faudrait  ajouter  au  second 

membre  de  (3)  une  expression  de  la  forme  H  (  -  )  • 

XYI.  —  Sur  les  fonctions  qui  présentant  une  ligne 

de  points  critiqoes. 

Il  peut  arriver  qu'une  fonction  présente  une  infinité  de 
points  critiques  infiniment  rapprochés  et  formant  une  ligne 
continue  ou  discontinue. 

Soient  m«,  mi,  m^^  . . .  une  suite  de  nombres  entiers  et 
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positifs,  tels  que  lim  111^  =  00  pour  n  ss  00,  on  a  idenliqaemeiil/ 
I  —  a?"»»  "  I  —  x"^       \i  —  a?*»t       I  —  jH"»/ 

Si  l'on  suppose  alors  n  =  00,  on  voit  V{ue,  en  posant 

la  fonction  i({x)  sera  égale  à  +  >  ou  à  —  i  suivant  que  le  no- 
dule de  X  sera  inférieur  ou  supérieur  à  un.  Cette  remarque 
curieuse  a  été  faite  par  M.  Tannery.  Si  l'on  suppose  m%=^\} 
mi  =  2y  ms  =  2', . . . ,  on  trouve 

M.  Weierstrass  pose  dans  cette  formule  x  =    ,      ;  la  foll^ 

tion  <{^  (-7—^)  est  égale  à  + 1  ou  à  —  i  suivant  que  la  ptrtle 

réelle  de  a/  est  positive  ou  négative  ;  cela  résulte  du  théorèflic 
suivant  : 

Si  l'on  fait 

X  =  ^  »        «6  —  3  tf  ^  o 

lorsque  le  point  x  décrit  un  cercle  ayant  pour  centre  Vor^ 
gincy  le  point  x!  décrit  un  cercle  (ou  une  droite).  En  efle 
supposer  que  x  décrit  un  cercle  avant  son  centre  à  rorigln^ 

c'est  supposer 

,aa7'-f-8 
raod 1;^  =  const. 

ou 

mod(«iF'-i-  P) 

inod(Ya7'-t-  o) 

ou 

inod(a7' —  a) 

—-TJ-, — ir,  =  const., 

moa(a?  —  o) 

a  et  b  désignant  des  points  fixes;  le  point  x'  décrit  donc  uni^ 


=  const. 
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courbe  telle  que  le  rapport  de  ses  distances  à  deux  points 
fixes  soit  constant,  c'est-à-dire  un  cercle. 

Si  Von  fait  décrire  au  point  x  un  cercle  quelconque 
autour  du  point  C  comme  centre,  le  point  x  —  C  décrit  un 
cercle  autour  de  V  origine  et  y  par  suite  ^  x'  décrit  encore 
un  cercle. 

Ceci  posé,  soient/(a:)  et  ^(j?)  deux  fonctions  quelconques, 
si  Ton  fait 

'A  2 

la  fonction 

pour  des  valeurs  du  module  de  x  inférieures  à  un,  sera  égale 
à  F(x)  —  G(a:)  =  g{x)j  et,  pour  des  valeurs  du  module  de  x 
supérieures  à  un,  elle  sera  égale  à  F(a:)  -4-  G(x),  c'est-à-dire 
égale  à /(a?). 

On  conçoit  ainsi  la  possibilité  de  former  des  fonctions 
égales  à  des  fonctions  données  dans  des  portions  données  du 
plan.  Cette  remarque  est  due  à  M.  Weierstrass.  Pour  les 
fonctions  F -h  G  <]/  et  <];,  il  est  clair  que  le  cercle  décrit  de 
l'origine  comme  centre  avec  un  rayon  un  est  une  ligne  de 
points  singuliers  ou,  si  l'on  veut,  une  ligne  singulière. 

Considérons  encore  la  série 


4'(^)-2 


1/7*  w7' . . .  u'iif 


X  — 


ni\  -f-  //Il   r  . . .  f-  ntp 

d^ûs  laquelle  £/|,  1/3, , .  .^Up  désignent  des  quantités  moindres 

S^e  un  en  valeur  absolue,  ai,  a2j   •  •  •,  apj  x  des  nombres 

S^elconques  et  mi,  ms,  .  • .  mp  des  nombres  variant  de  i  à  00. 

tenons  des  points  ai,  a2,  ...  pour  sommets  d'un  polygone 

^^Ovexe  P,  de  manière  qu'à  l'extérieur  de  ce  polygone  P  il  n'y 

^^  pas  de  points  a  (il  pourra  en  contenir  dans  son  intérieur)  ; 

*^  point 

ni\  iX\  -^  //ij  ûf  -f- . . .  —  rrip  Op 

7/1%  -H  /Wj  —  .,.-:-  //Ip 
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eit  le  centre  de  gnmté  des  poids  iiti,  jRtt  •  «  •  p"^'^  ^ 
au  ...  respecdvemenl;  ce  poinl  eA  i«léfi«iiraiipd|||OM' 
et  j'ajoute  que  tout  point  intérieur  au  pdtyipMBte  P  peut  tec^ 
représenté  par  une  affixe  de  la  fonne  préeédenie, 
laquelle  nti,  mt,  •  •  •  seront  convenaUeaMat  choisis;  il  ea' 
résulte  que  ^(x)  n'a  de  valeur  finie  pour  anonn  poinl  ialé^, 
rieur  au  polygone  P  :  il  est  au  contraire  Inen  déterminé 
toutes  les  valeurs  de  x  extérieure  au  pdijgone  P;  la  foM^fj 
tion  ^(x)^  signalée  par  M.  Poincaré,  jodt  donedela 
de  présenter  ce  que  Ton  appelle  une  fottdMm  avec  un  espaçai 
lacunaire,  c'est4-dire  un  espace  dans  lequel  die  n'a  pas  4s  ' 
valeur  déterminée. 

Mais  il  est  évident  que,  par  cela  même  qu'une  fonction  n'à^ 
pas  de  valeur  déterminée  dans  un  espace  lacunairci  on  peat 
lui  en  fixer  une  et  la  déterminer  arbitrairement  dans  est 
epace  ;  on  peut,  par  exemplci  l'assujettir  à  colnddw  dans 
cet  espace  avec  x,  x*^ ....  L'existence  des  espaces  lacunaires 
est  seulement  à  ce  point  de  vue  l'existence  d'une  ligne  de 
points  singuliers  essentiels  fermée* 

Ck>nsidérons,  par  exemple,  la  fonction  définie  par  le  produit 

toujours  convergent  et  uniformément  convergen t quand  j: reste 
compris  dans  un  cercle  de  rayon  un,  décrit  de  Torigine  comme 
centre,  mais  divergent  sur  la  circonférence  de  ce  cercle  et  en 
dehors.  Cette  fonction  est  célèbre  :  on  dit  qu*elle  a  pour 
espace  lacunaire  Textérieur  du  cercle  de  convergence,  ou 
encore  que  la  fonction 


(=t) 


(-■)(-i)-('-i)-=«<') 


a  pour  espace  lacunaire  le  cercle  décrit  de  Torigine  comme 
centre  avec  un  rayon  égal  à  un.  Rien  n'empêche  donc  de  dire 
qu'en  dedans  de  ce  cercle  la  fonction  ^(x)  est  définie  et  bien 
défmie  par  la  relation 

6(x)=0(l) 
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jM  que  le  cercle  en  question  est  une  ligne  de  points  singuliers 
essentiels.  La  série 

représente à  l'intérieur  du  cercle  de  rayon  un  décrit  de 

Torigine  comme  centre,  et  est  divergente  quand  le  module 
de  X  est  plus  grand  que  un.  11  ne  vient  à  Tesprit  de  personne 
dédire  que  la  partie  du  plan  extérieure  au  cercle  est  un  espace 
bcanaire  pour  la  fonction  qui  est  représentée  par  la  série, 
parce  que,  sur  la  circonférence  du  cercle  de  convergence,  la 
série  peut  encore  être  convergente. 


X?n.  —  Des  fonctions  représentées  par  des  intégrales  définies. 


I     Considérons  l'intégrale  définie  suivante  où  f  est  niono- 
:4lrome 


U-  f'f(z,t)dt', 


elle  représente  évidemment  une  fonction  de  Zj  et  cette  fonc- 
tion est  discontinue,  pour  toutes  les  valeurs  de  z  telles  que 
Ton  ait 

f  Yariant  de  tokti.  Or,  en  faisant  varier  ainsi  /,  le  point  z  décri  l 
une  ligne  droite  ou  courbe  limitée,  pouvant  d'ailleurs  se  com- 
poser de  plusieurs  branches  que  nous  appellerons  coupures, 
avec  M.  Hermite.  En  dehors  de  ces  coupures  U  est  évidemmen  t 
moDodrome  et  monogène  par  rapport  à  :;. 

Ceci  posé,  soient  z^  un  point  d'une  coupure  G,  t' la  valeur  de 
i  tirée  de  (i)  quand  on  y  suppose  z  =  z']  proposons-nous  de 
calculer  la  différence 

les  points  z-^X^  ei  z  —  ^  n'étant  pas  sur  la  coupure,  mais 
situés  de  part  et  d'autre  de  cette  coupure,  et  infiniment 
voisins  l'un  de  l'autre. 
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Si  nous  intégrons  de  l«  à  / — R  ei  de  1^+  R  à  If ,  R  d^ 
gnant  une  quantité  petite  mais  finie,  la  différence  des, 
intégrales  considérées  sera  nulle  avec  Ç  et  nous  sommes 
nés  à  calculer  la  différence 


)rf/, 


pour  Ç  infiniment  petit.  Or  décrivons  du  point  /  comi 
centre  un  cercle  A  de  rayon  R,  /(z'  +  Ç,  t)  deviendra  ii 
pour  une  valeur  T  de  t  très  voisine  de  tfy  et  par  suite  que  IV 
pourra  supposer  intérieure  au  cercle  A;  la  valeur  'P  de  I 
rend  infinie  /(s'  —  Ç,  t)  sera  également  intérieure  au  cerdej 
mab  ces  deux  valeurs  seront  situées  Fune  au-dessus,  Fi 

au-dessous  de  Faxe  des  x.  En  effet,  soit  v  (z.  i)  =  -jy — ~  ;  on 

ou,  posant  T  =  e'-+-Ô  etT'=£'4-8', 

Développant  par   la  formule  de  Tajlor  et  observant 

yX^ ,  ^  =  0,  on  trouve 

si  les  dérivées  de  ^  ne  sont  pas  nulles,  8  et  8'  sont  évidem-j 
ment  à  peu  près  égaux  et  de  signes  contraires,  pour  des  valeurs] 
suffisamment  petites  de  2^. 

Plaçons-nous  dans  cette  hypothèse,  l'intégrale 


/(V-hÇ,  0^^ 


sera  alors  égale  à  l'intégrale 


fAz'-^t:,t)dt, 
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ise  le  long  du  demi-cercle  tracé  au-dessus  et  au-dessous  de 
des  Xj  du  point  t^  comme  centre  avec  R  pour  rayon. 
in  que  le  point  /'4-  0  rendant  infini  f{z,  t* -\-  6)  sera  au- 
(sous  ou  au-dessus  de  l'axe  des  j:,  Tintégrale 


•/r-R 


/(^'-î,  t)dt 


égale  à  l'intégrale 


le  long  de  l'autre  demi-cercle  ;  la  différence  A  sera  donc 
inée  par  la  formule 

A  =  :^ ^ v^l [^/(^'- C,  0-+- ^/( -=--;,  o]; 

résidus  étant  relatifs  aux  points  situés  dans  le  cercle  A, 
kl  en  déduit,  pour  Ç  =  o, 

Quand  ^  ou  -r^  seront  nuls,  cette   formule   pourra  sub- 

Fer,  mais  on  pourra  aussi  avoir  A  =  o  ;  en  tout  cas,  une  dis- 
sion  facile  permettra  de  trancher  la  difficulté. 

XVni.  —  Étude  de  l'intégrale  //(<-+- z)dt, 

!  Supposons  que/'(/)  soit  une  fonction  rationnelle  dont  le 
Bornera  leur  soit  de  degré  inférieur  de  deux  unités  à  celui  du 
idéoominateur  :  l'intégrale 


z)dt 


fera  finie,  si  le  point  z  n'est  pas  sur  une  coupure.  Or,  si  a, 
bf  Cf  ...  sont  les  infinis  de  f(t),  les  coupures  auront  pour 
équations 
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et  seront,  par  suite,  des  droites  ayant  pour  équations 


r  =  P> 


X  —  a  —  /, 


a,b,  . . .  étant  représentées  par  a  H-  ^  ^ —  i ,  a'  -+-  P'  y —  i , . 
les  coupures  seront  donc  des  droites  parallèles  à  Taxe  des 
AA',  BB',  . . .  passant  par  les  points  critiques  de  /{l)-  Si 
posons  que  les  points  a^  b^  c^  ...  soient  rangés  par  ordre 
distance  à  l'axe  des  x  :  si  Ton  décrit  un  cercle  de  ravon  iof 


Fi«?.  23. 


de  Torigine  comme  centre  et  si  l'on  mène  des  droites  P 
Q'Q,  . . . ,  parallèles  à  l'axe  des  x  entre  les  coupures,  l'iii 

grale  de/{t  -^  z)  prise  le  long  du  contour  PPG  P  sera  nul 

l'intégrale  prise  le  long  de  Q'QGQ' sera  r  /(^)27cy — i  . 

et,  comme  l'intégrale  prise  le  long  du  contour  circulaire 
nulle,  on  aura 


si  :;  est  sur  PP',  c'est-à-dire  au-dessus  de  la  coupure  pass 
par  a  ; 


/ 


i^a 


si  z  est  entre  la  coupure  passant  par  a  et  6; 

si  ;;  est  entre  la  coupure  passant  par  ù  et  par  c,  etc. 
En  résumé,  l'intégrale  en  question  représente  une  fond 
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mstanle  eotre  deux  coupures  consécutives,  mais  changeanl 
valeur  dès  que  Ton  franchit  une  coupure. 
Considérons  encore  l'intégrale 


•/Cl) 


CO-HJIC 


/(z-^t)df. 


[l)désignantune  fonction  ayant  pour  période  2  ic(t;o{r  p.  384). 

les  infînis  dey(/)  sont  a,  6,  . . . ,  les  coupures  auront  pour 

[aationsy  comme  tout  à  l'heure,  x  =  oi  —  /,  j'  =  P,  ...  cl 

composeront  de  portions  de  droites  parallèles  à  Taxe  des  x 

de  longueur  21c.  Mais,  a  étant  un  infini,  277  +  a  en  est  un 

issi,  en  sorte  qu'une  infinité  de  coupures  se  feront  suite  ù 

les-mémes,  et  l'ensemble  des  coupures  fournira  une  suite 

parallèles  indéfinies  à  l'axe  des  x,  passant  par  les  points 

^cnliques. 

Si  l'on  intègrey(5  -i-  /)  le  long  d'un  parallélogramme  ayant 
[pour  côtés  une  droite  de  longueur  27:  parallèle  à  l'axe  des  x. 
;cl  une  parallèle  à  cette  droite,  puis  deux  côtés  perpendicu- 

îs  à  ceux-ci,  l'intégrale  sera  égale  à  211  y/ — i  multipliés 
le  résidu  z  relatif  au  parallélogramme;  or  les  intégrales 
ises  le  long  des  côtés  parallèles  à  l'axe  des^  sont  égales  et 
[de  signes  contraires,  puisque /(/)  =:/(^ -}- 2 ît);  on  a  donc 


£ 


tK 


/(Z-ht)dt 


'f 


m 


/{z'-h  t)dt  -T-  E.  27:  / —  I. 


Si  donc  le  parallélogramme  ne  contient  pas  d'infinis  de /{f)f 
on  aara  £  =0;  ainsi,  l'intégrale 


/ 


ît: 


Al-r-Z)(lt 


conserve  une  valeur  constante  tant  que  le  point  z  pe  franchit 
pas  de  coupure. 


XIX.  —  Réflexions  sur  la  métaphysique  de  Thyperespace. 

Au  fond,  dans  la  théorie  de  Thyperespace,  nous  n'avons 
emprunté  à  la  Géométrie  que  son  langage,  uniquement  pour 
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éviter  quelques  périphrases,  el  %oM  ee  q«e  nous  avons 
serait  par&itement  eorrecli  lors  mènie  que  noios  n*mm 
aocone  notion  de  l'espace  ordinaire.  Cette  remarque  a 
grande  importance  au  point  de  Tne  purement  philosophif 
il  en  résulte,  en  effet,  que  tonte  la  théorie  géomélriqoei 
apparence,  des  intégrales  définies  de  Cancky  et  les  coi 
qn^ices  que  nous  ea  avons  déduites  snr  les  propriAés 
fonctions  sont  au  fond  indépendantes  du  postnlatum  d1 
dicis,  bien  qu'il  y  soit  fait  usage  de  co<Mrdonnées«  Rien  n\ 
pèche,  en  effet,  de  raisonner  sans  figures,  en  considén 
même  dans  la  Géométrie  à  deux  dimensionsy  les  pdb 
les  lignes,  les  sur&ces,  etc.,  définis  eommt  on  Ta  &it  d 
rhyperespace  en  général. 

n  ne  faudrait  donc  pas  essayer  de  fonder  nne  démonii 
tion  du  postulatum  d'Eudide  sur  ce  £dt  que  les  intégp 
trouvées  par  le  calcul  des  résidus  peuvent  se  trouver  i 
les  mêmes  valeurs  par  des  méthodes  qui  n^empnmtent  m 
la  Géométrie. 


EXERCICES  ET  NOTES. 

1.  Si  Ton  considère  réquation 

aa?«-4-  bx  -4-  c  =  o 

et  si  l'on  suppose  a>o  et  6c  >o  (ce  qui  est  toujours  possibl 

changeant  le  signe  des  racines),  on  a,  en  appelant  x  la  plus  [ 

des  racines, 

c  /        I  1.3    .       1.3.5    ,  \ 


t  = 

Aac 

6«  ' 

ga?=log^- 

ih 

ac 
6» 

2.  Si  l'on  a 

-^T^^-^^i.a.M.s^-^-^- 


jjm+i  ^px  — q  =  o, 
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en  déduira 

p*  \P/  i.a 
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P     P  \p)  P*  \P/ 


i_  /y\»^->-'(3m-f-a)(3m-f-3) 

P'\P 


) 


3  1  «  •  • . 

3.  Développer  une  racine  de  réquation  suivante  en  série  : 

sina?  —  sina  =  x, 

4.  Soïtnl/(z)  un  polynôme  entier  en  ^  et  ai,  ai,  . . . ,  a,n  les  racines 
l'équation 

z-^x  —  //(^)  =  o, 
aura 

'tf  désignant  en  général  la  dérivée  jd^*"*  de  u  relative  à  or;  pourvu 
le,  dans  le  développement  des  coefficients  de  t,  O,  . . . ,  iP^  on  ne 
me  pas  les  termes  contenant  x  en  dénominateur. 

(Lagrangb.) 

5.  Si  Ton  considère  Téquation 

a^-haix  -¥-,.. -h  atx^  -T-. .  .-h  amX'"  =  o 

et  s'il  existe  un  contour  fermé  simple  C,  tel  que  le  module  de  atx* 
t  aoit  plos  grand  sur  ce  contour  que  le  module  de  la  somme  des  autres 
termes,  le  contour  G  contiendra  i  racines  de  Téquation  précédente. 

6.  Trouver  une  limite  supérieure  du  reste  dans  la  série  de  Lh- 
[  grange.  (Plusieurs  solutions  ont  été  données  par  Cauchy.) 


3K  csAmm  n* 


CBAPiniEDL 

DES  FONCTiaMS  rtlIOMQini& 


L  — 

Une  ùmeûmk/{jc)talpA^iodifme^fOÊÊèàtimpiri 
si  ToB  a 

et  par  soile,  n  désignanl  im  entier  qmàamq^ait^ 

/(4r^H»)=r/(4P). 

Le  lype  des  fooctions  périodi^es  est  la  fonction  i 
qui  peut  se  mettre  soas  la  forme  cos —  x  4-  ^ —  i  sîn 
a  manifestement  la  période  to.  Posons 

jr  =  €      "^         ,  a'=Ç-f-T,  /—  I  ,  CD  =  a  -f-  6  /— 


on  aura,  à  un  multiple  de  2'ny^ —  i  près, 
,  airv/— I  —  ut:     ^  ,^^       27r  / —  i 

le  module  de^  ou  plutôt  son  logarithme 

restant  constant,  le  point  x  ou  (Ç,  r^)  décrit  la  droite 

gî  -4-  ^>« ,  , 
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Ainsi,  quand  le  point  x  décrit  des  droites  parallèles  à  la 
îodc,  le  pointy  décrit  des  cercles  concentriques  à  l'origine, 
vice  versa;  si  Ton  suppose  que  les  rayons  de  ces  cercles 
lent  en  grandissant  à  partir  de  zéro,  les  droites  décrites 
le  point  X  seront  d'abord  très  éloignées,  se  rapproche- 
^Dt,  passeront  par  Forigine  quand  moAy  =  i ,  puis  s'éloigne- 
»nt  indéfiniment  en  marchant  toujours  dans  le  même  sens. 
Supposons  que  le  point  x  se  meuve  entre  deux  parallèles 
la  période,  le  poînty  se  mouvra  entre  deux  cercles  concen- 
iques  à  l'origine. 

Maintenant  considérons   une   fonction  /{x)   quelconque 

mt  la  période  co;  si,  le  point  x  se  mouvant  entre  deux 

Hèles  à  la  période,  /{x)  reste  monodrome,  monogène 

ftiDÎe  et  continue,  cette  fonction  restera  aussi   monodrome, 

_.  _! je 

monogène  finie  et  continue  quand  le  point  y  =^  (^  "*  se 
mouvra  dans  une  couronne  circulaire  de  rayons  r  et  /*'  que 
Ton  peut  déterminer ;y(jT)  sera  donc  développable,  en  verUi 
do  théorème  de  Laurent,  suivant  les  puissances  positives  et 

jp 

,  négatives  de  e   ***       ou,  ce  qui  revient  au  même,  suivant  une 

double  série  procédant  suivant  les  sinus  et  les  cosinus  des 

1.    I        1     î'ïTjr 
tiples  de • 

Si  la  fonction y(j:)  ne  possédait  pas  la  période  m,  elle  ne 
I    serait  pas  monodrome  en  y  et  par  suite  ne  sérail  pas  déve- 
loppable comme  il  a  été  dit. 

II.  —  Formule  d'Abel. 

Dans  les  Œuvres  posthumes  d'Abel,  on  trouve  l'ébauche 
d'un  singulier  calcul  auquel  il  donnait  le  nom  de  calcul  des 
fonctions  génératrices  et  de  leurs  déterminantes.  Ce  cal- 
cul, malgré  son  manque  absolu  de  rigueur,  parait  d'une  puis- 
sance incroyable,  et  sans  doute  il  aurait  acquis  entre  les 
mains  de  son  illustre  inventeur  toute  la  perfection  que  l'on 
exige  dans  les  Sciences  exactes,  s'il  lui  avait  été  donné  de 
L.  —  Traité  d* Analyse,  III.  aS 
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vivre  encore  quelques  ann^.  \r«icle  de  ce  calcul,  U  çêh 
à  tii  formule  suivante 

qui,  étudiée  ptr  11.  Ha^JieD,  •  iù  rewane  iaamOeim 

gru^  lUHiibre  de  cm;  «b  partieviiflr,  qa^id  f(f)=ki 
le  lecond  membre,  loin  de  repréienter  k>g(a  +  «}■  refwéi 
nne  tmuceDdute  nouvelle. 

QocH  qn'il  en  MHt,  11;  Bertrand  démi»ti«,  dans  son  Ti 
de  Caleut  différentiel,  qae,  si  U  fuietion  f{»)  est  dén 
paUe  suivant  les  poissanoes  de  e*,  la  fomide  (i)  «ara 
pour  cette  fcmction.  A  cet  effet,  il  t'appnie  sur  la  for 
suivante,  donnée  page  35a,  et  que  l'on  déduit  de  la  for 
de  Bnrmann, 


(>) 


i  ^  '        I.» 

-*-«(a-3*)«»*«^+.... 


soit 

(3)  o(i)^  A,-HA,e=  +  A,e"-H...: 

si,  dans  la  formule  (^),  on  fait  3  =  0,  1,3,  . . . ,  on  troi 


e"  =  I  -f-  aae'*^-  a»a(a  —  a6)e"  — 

«""  =  i-!-ntie''*+  n'a(a  —  afrte»»* 

'  i.a 
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plions  la  première  équation  par  A«,  la  seconde  par  A|  e^, 
sième  par  A^e^,  etc.,  et  ajoutons  ;  nous  aurons,  en  vertu 
Tormule  (3),  la  formule  (i)  qu^il  s^agissait  de  démontrer, 
formule  d*Abel  appliquée  à  la  fonction  (x  +  a)"^  fournit 
)rmule  donnée  de  son  vivant  par  ce  géomètre,  et  qui  a 
Dbjet  d'un  de  ses  premiers  Mémoires  ;  cette  formule  est 
quand  m  est  entier  et  positif: 


m(m  — 1>  ,    .  .  V      « 

i  on  suppose  m  =  —  i ,  cette  formule  est  inexacte,  et 
onne 


_  I  I 


—  -r-  ai  a  —  2^) 

)*  {^X-r- 


r -4- a        X  {^x  —  b)*    '  {^x-r-ib}*  ' 

'a  évidemment  pas  lieu  pour  x  =  —  Oy »  •••  ou  pour 

iby   ...  ;  cela  n'a  rien  d'étonnant,  puisque  -  n'est  pas 
oppable  en  séries  d*exponentielles. 


—  Introduction  à  la  théorie  des  séries  trigonométriqnes. 
Démonstration  d'one  formule  d'Analyse. 

•us  allons  nous  proposer  de  calculer  la  valeur  de  l'inti*- 


/    -^  smx 

^  a 


to  =  00.  Cette  recherche  n'est  pas  un  pur  objet  de  curio- 
et  nous  verrons  que  Ton  peut  en  faire  des  applications 

s.  En  posant  lox  =  ^  ou  x  =  —  >  on  a 


Nous  poserons 
nous  aurons  alors 


V  =  \,  ,-A,-  A,- 


A„-, 


les  intégrales  A.ai  -^i  •  ■  -  •  ^<^nl  prises  enlre  des  lîmiles  t 
la  dilTérence  csl  ri;:,  Ui  dernière  A^  ,<ieule  pourra  avoir 
limites  moins  i^lenducs,  à  savoir  taa  -f-  jn/i  et  uA. 

t"Supposons  d'al>oriJ  quesinx  ne  s'annule  pas  enin 
limites  a  et  6,  cl  que,  dans  cet  intervalle,  ".—   reste  pE 

""'  Al 
'-(i) 

>n  minimum  ;«i  si  tVIénicnt  §inf(/f  est  négatif,  et  pai 
laximum  M;  si  cet  élément  est  positif,  cette  intégrale 
lenleru  el,  par  suite,  on  aiirii 


ntinu.  Si,  dans  l'inlt-grale  A,,  on  remplace 


^f"" 


lus  I 


Kn  appelant  alors  [a  le  plus  grande  des  difTérences  M,-~ 
on  trouvera 


Kn  observant  qui 


^U-i    i)T:><.>(i-o,>3nïr, 

La  fonction  •'.       i-tani  continue,  [*  tend  vers  zéro   qua 
croît  et,  par  suite,  V  tend  aussi  vers  zéro  quand  w  croît, 
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fi  r  ) 

Nous  arriverions  au\  mêmes  conclusions  en  supposant  - .- — 

négalif,  et  par  suite,  si,  dans  l'intervalle  a,  6,  cette  fonction 
pouvait  passer  plusieurs  fois  du  positif  au  négatif  (sans  que 
sinj:  s'annule),  on  aurait  encore  V  =  o;  il  suffirait  en  effet, 
pour  le  prouver,  de  décomposer  l'intégrale  V  en  plusieurs 
autres  dont  les  limites  correspondraient  aux  changements  de 
signe  de  f{x).  Ce  raisonnement,  toutefois,  tomberait  en 
défaut,  si,  dans  l'intervalle  a,  6,  f{x)  pouvait  passer  une 
infinité  de  fois  du  positif  au  négatif;  ce  cas  ne  se  présente 
pas  d'ordinaire  en  Analyse. 

2"*  Examinons  maintenant  le  cas  où  s\ïïx  change  de  signe 
entre  a  et  b.  Supposons  d'abord,  pour  simplifier,  que  l'on  ait 
siQa  =  o  et  b  —  a-<Tt,  en  sorte  quesino:  ne  s'annule  plus 
entre  a  et  b.  Soit  e  un  nombre  très  petit;  il  est  clair  que  l'on 
pourra  écrire 

J/%  rt-4-£  •  /%b 

et  que,  la  dernière  intégrale  étant  nulle,  on  aura 

^    =     /  fi^)-     .        -dT. 

Or  âestun  multiple  dcTr,  puisque  sinûr  =  o;  soit  donc  a  =  A*7T, 
SI  l*on  pose  alors  x  =  kiz  -h  /,  il  viendra 


r  =r    /    /(^kr.r-i) — r- dt. 


siii(A*7:  -;-  /  ) 


Dans  les  applications  que  nous  ferons  de   notre   formule, 
^  sera  un  nombre  impair,  de  sorte  que  l'on  pourra  écrire 

V^l  celte  conclusion  serait  encore  exacte,  quel  que  soit  w, 
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I  fia  éuil  nul).  Soil9  un  nombre  compris  eolreoflt,  on  *•" 
k.coiuiiie  l'ou  «uît, 

et,  en  faitant  u  =  oo, 

V=/(»n)Bû> /*  ^^éti 
nuù,  «it  fiinnt  ut  =  s,  on  s 

J.  -r-'^'J,    —"• 

et,  pour  u  ^  00,  on  a  bM  ^  ao  et,  par  Mttef 

on  a  donc 

V=î/(*«)=î/(«). 

SisÏDit  B'Bnnalaitpourd;=:6,  maispooriucnDesatre  va 
comprise  entre  a  et  6,  on  aurait  encore 

3°  Arrivons  au  cas  général  et  supposons  que  sin^c  s'an 
pour  x  =  C|=  Atï,  Cj^(A -f-  i)Tt,  , . .,  Cp^{k  -^ p  ^ 
multiples  de  n  compris  entre  a  et  b\  ou  aura 


(A) 


^-r-r*x"--<' 


S'il  ^ii  ■  -  -  désignant  des  nombres  quelconques  séparan 
Cj,  .  .  .  ;  d'après  ce  que  l'on  vient  de  dire,  on  aura 

(B)  V=^[/(c,)-t-/(';,)-/(c,)+/(c,)  +  ...] 

ou 

V  =  it[/(c,j+/(ci)+...+/{cp)l- 
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^^  ^  et  b  étaient  eux-mêmes  multiples  de  r,   il  faudrait 

»io«ter^/(a)et^/(6). 

Une  remarque  en  terminant  :  Si  la  fonction /(x)  était  dis- 
continue pour  a:  =  C|,  C2,  .  .  .  et  qu'elle  passât  brusquement 
deJa  valeur  /i(C|)  à  la  valeur  /^(c,)  quand  x  franchit  la 
valeur  c,,  la  formule  (A),  au  lieu  de  donner  la  formule  (B), 
donnerait  celle-ci 

V=^[/i(c,)-f-/,(C|)-/,(c,)-i-/«(c,)-,-...], 

de  sorte  que  l'on  peut  écrire,  en  tous  cas, 

en  convenant  que  e  =  o  si  a  n'est  pas  multiple  de  tc  et  égal 
à  I  s'ilest  multiple  de-n,  et  que/i(c)=/a(c)=r/(c)  si/(j:) 
est  continue  pour  x  =  c;  t  se  définit  d'une  manière  analogue 
â  celle  qui  a  servi  à  définir  e. 

Disons  enfin  que  nos  conclusions  s'appliqueraient  encore 
au  cas  où  la  fonction/* serait  imaginaire  et  de  la  forme 

en  efiet,  on  aurait 

V  =    /     9  — -. dx  --  /—  I   /     'l  —. dx 

J„      *     sinjr  ./,     ^    %\nx 

comme  tout  à  Theure. 

Pour  faire  une  application  des  formules  précédentes,  obser- 
vons que  l'on  a  (p.  260) 


X 


coiimxe-^*'* dx  =  —  e   ^  «/  ; 

2X 


Sga  C9AFIT1I  ts. 

faisons  saccessivemenl  m  =: a»  t|  a,  3,  •  •  «t n^  ajoirtMl 
résultais  :  nous  aurons 

j     (l  -4-cofadr-f-eos4^-H...-f-eosaiijrjr-^>^^dbr 

a«  L*  J 

Le  premier  membre  de  celle  formnle  est  igal  à 

et,  pour  n  =  00  p  il  est  égal  à 
on  a  donc 

.en  faisant  aie  =  a.  -  =  6,  les  nombres  a  et  6  seront  liés  enl 
eux  par  la  relation 


ab  =  r. 


On  aura 


Hi 


e-"'-h  e-*''*-4-  «-•' 


:^-hHî 


-i-  «-*• 


,-»/»• 


formule  remarquable  due  à  Cauchj  ;  si  Ton  y  suppose  a 
cl  très  petit,  on  retombera  sur  la  formule  connue 


..). 


=  rfx 


/■ 


IV.  —  Séries  trigonométricpies.  Méthode  de  Dirichlet. 

Lorsque,  dans  une  fonction,  on  remplace  la  variable  z  par 

rcosO  H-y^ —  I  rsinO,  son  développement  par  la  formule  de 
Taylor  se  change  en  un  développement  ordonné  suivant  les 
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^siDus  et  les  sinus  des  mulliples  de  l'arc  0  ;  il  en  résulte  qu'un 
gnnd  nombre  de  fonctions  se  développent  ainsi. 

Supposons  qu'une  fonction /(x)  soit  développable  sous  la 
forme 


(0 


(  f(x)  =  ao-^«iCOsarH-  Uicosix-h. . .    -  ancosnx-^-. . . 


< 


H-  61  sinar-r-  6j  sinaar-^. .  .-hbn  sin/iar-f- . . .; 


on  pourra  facilement  calculer  les  coefficients  ^o)  ^i?  •• 
btj  .  •  •  9  comme  il  suit  :  observant  que  Ton  a 


/ 


tTZ-t-OL 


•^ 


o  SI  /n  '    n 
cosmxcosnxdx  —  \  » 

7:  SI  m  =  /i 


i 


t1C-*-0L 


cosmxsinnx  dx  --  o, 


f 


m-4-a 


cosnixdx  =  o. 


Si  l'on  multiplie  les  deux  membres  de  (i)  pavcosnxdx  et 
si  1*011  intègre  deaàa-f-2Tt,  on  trouve 


d'où 


f  /(x)cosnxdx  =  Tzanj 

a 

X,  a  +  îT 
a„=  -     I  /{x)cosnxdx 


a-f  rn 


«0 


=  -/     AS)'/;. 


et  Ton  aurait  de  même 


b.= 


a-»-  fît 


f{\}s\nn\d\. 


Portant  ces  valeurs  dans  (i)  on  a 


a-»- lie 


/<->=i/     /^5>''^ 


-Vcosrtx/  COS/l;/(5)^; 

1  * 

-y^s'innx  I  sin/i$/(;)c^, 


f"1'~Jl  *  /'!"^+i2.{  '  -^<"" 


Mais  celle  formule  ne  peut  élre  considérée  comme  démoi 
(]iie  si  l'on  saita/>Wor('(jiie  le  di5veloppemenl(i)esl/)OJ 
el  uniformément  com-crgenl. 

Par  exemple,  on  sait  que,  pour  m  entier,  on  a 


M"^ 


on  en  conclut 


X"-' 


Mais  il  est  intércasani  de  se  demander  ù  quelles  cond 
la  formule  (a)  a  lieu.  Pour  répondre  ;^  celle  (|uestion,  p 

Si  l'on  observe  que 

sin(a«  + 


la  formule  (3)  donnera 


i^jT/cs)- 


\  =  ^^ii,    d\=iidt. 


nous  aurons 
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D'après  ce  que  l'on  a  vu  au  paragraphe  précédent,  V«  sera 

fi.  •— ^  T*  h  ^—'  fF 

Egal  à  zéro  si,  enlre et  — ; —  >  sin^  ne  s  annule  pas, et  si 

l'on  appelle  Ane,  {k  4-  i)?:,  . . . ,  (  A*  -|-  /n)iî  les  multiples  de  - 

CL  ■— "■  J?  1/  —  X 

compris  entre et >  on  aura 

V.  =  F(;tTc)-^F[(yt-+-i)Tt]-^-...-^F[(Â-f-/n)TrJ, 

DÙ  F(/)  représente /(j: -f-  9./). 

En    particulier,  si  entre  — ; —  et  — -^   se  trouve  le  seul 

moltiple  o  de  tc,  en  d^autres  termes  si  l'on  a 

a  —  X    ^      ^  b  —  X 
<o<  —     - 

ou  a,  <Z^oc  <CJ>^  on  aura  V«  =F(o)=/(j:).  La  formule  (3) 
donne  alors 

b  ^  h 

(4)      n^^^^j    f<V)<l^^\^J  f{\)^o^ri{X-x^d\, 
pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre  a  et  6,  pourvu 

CL  —^  X  b  ——  X      »  » 

que,  entre et \  il  n'y  ait  pas  de  multiple  de  t:  autre 

que  o,  ce  dont  on  sera  assuré  si ; —    est  tout  au 

plus  égal  à  TT,  ou  si  a  —  b  est  tout  au  plus  égal  à  2  7î.  Ceci 
démontre  la  formule  (2)  et  en  fixe  le  sens,  en  même  temps 
que  les  limites  entre  lesquelles  elle  est  vraie.  D'ailleurs  cette 
formule  (2)  ne  pouvait  être  vraie  d'une  façon  absolue,  le 
second  membre  représentant  une  fonction  nécessairement 
périodique  et  de  période  2tc. 

Lorsque  x  n'est  pas  compris  entre  a  et  b^  la  formule  {\) 
cesse  d'avoir  lieu  et  le  second  membre  est  nul,  à  moins  que 

_JZI —  et  — - —  ne  comprennent  un  multiple  de  7:.  D'ailleurs 

on  voit  que  le  second  membre  est  périodique  et  a  pour  pé- 
riode 2  TC.  Si  a:  =  a,  le  second  membre  n'est  plus  égal  à  /(a), 

mais  à  -/(«),  etc. 


■*'-wJ.  »-    1^5     "•       •» 


#St 


i^-izc 


S»ir-VW 


1= 


— «3=:i«-$-yW  «:= 


«— • 


Fowxiwi 


•»#  — «  —  * 


la  fonanle  Tj^  doosera 


^^frib/^^-*^^') 


X  icosxjtx 


dz. 


#;t  celte  Doarelle  formule  aara  liea  pour  tontes  les  valei 
lirr  /  ftaliffaifant  à  la  relation 


'^>  — 


2/  —  a  —  b 


b-a 


r  >  —  T. 


OU 


b>t>a. 
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FaisoDS  enfin 

nous  aurons  finalement,  pour  toutes  les  valeurs  de  t  comprises 
entre  a  et  b, 


-^-      ,b 


(6) 


Dans  cette  formule,  on  pcul  aussi  remplacer  le  cosinus  par 

I  exponentielle  e  "   ". 

Nous  écrirons  le  plus  souvent  la  formule  (G)  ainsi,  en  chan- 
,    géant  t  en  x  pour  la  commodité  des  applications, 

/«\  ,  H-, ycosiT.n-, /     F(T)co52/i7:  i — *- — ck 

yj  )   ,  b  —  a  Jmà  b  —  a  j  b  —  a 


I 


b 

2sin2Tr/i  7 /     F(T)sin2/i7:  j— ^^ — dz\ 
b  —  aj  ^  h  — a 


rn  faisant  a  =  —  -,  6  =  t:,  on  a 


—  7t 


\  sin/iJ7   /        F(T)sin/iT  ^/t. 


V.  —  Quelques  applications. 

Problème  I.  —  Trouver  une  fonction  égale  à  x  quand  x 
varie  rfe  —  -  «  4-  tî,  et  périodique. 


39»  CHlPITtS    II. 

Nous  appliquerons  la  formule  (8)  du  paragraphe  précé< 
et,  comme  l'on  a 

ou  en  conclura,  pour  F(j;)  ;=  J", 


el  celte  formule  o  lieu  entre  Ica  limites  — t:  et  -i-iz;  elle 
fausse  pour  x  ^^  z!zt.;  son  premier  membre  pour  ces  val 
est5(Tt  — Tc)  ou  zéro.  Si  l'on  y  change  i  en  k  —  :r,  oa 
liendrn  k  formule 


vraif  entre  les  limites  o  el  -âti,  cl  que  l'on  uurail  pu  <\é<i 
de  (li)en  prenant  les  limites  o  et  ji:  pour  les  inl^};rales  * 
faisant  F(ir)=^  x. 


Problème  II.   —  Développer  en  série  trigonométr' 
sinm.r  etcosma:. 

Faisant  toujours  usage  de  la  formule  (8),  on  a 


de  mttai 


"  a'  — m'  "^  3'— m' 


-m»        3»  —  m» 
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^S  dans  cette  dernière  formule,  on  fait  a:  =  o,  on  a 


cos/nr 


^  r  '  ^  ^  1 

Problime  III.  —  Développer  en  série  trigonométrique 
<^osinus  et  le  sinus  hyperboliques  de  mx. 

On  trouve  toujours,  par  la  formule  (8)  du  paragraphe  pré- 
lent, 


2  e"»'^ — e-"*^        l'-h/n'        a' -h  m*        3* -h  m* 
l'on  fait  dans  cette  dernière  x  =  tt,  on  a 


Ûe  ces  formules,  il  est  facile,  par  addition  et  soustraction, 
déduire  le  développement  de  e"*^. 

V'oici  quelques  exemples  tirés  du  Traité  de  Fourier  sur  la 
deur  :  En  appliquant  la  formule  (6),  on  trouve  que 

.    TT.r         I    .    3rr         i    .    br.r 

siii— ,-  -"  ;rSin  — -. _  sm — -. h. . . 

l  ô  l  D  ( 


.    T. 


égal  à  j  pour  les  valeurs  de  x  comprises  entre  o  et  /  et 


4 


d  à  —  -7*  pour  des  valeurs  de  x  comprises  entre  o  et  —  /; 


is  ce  cas 


F(t)cos, ar  =  —    /     -  cos  — 7- a / -i-   /  -  cos  — 7- ax  =  o, 

^   '        b  —  a  J_,  4  /  ^ç  4  / 

r(':)sin-i dz  —  —   I     -sin— r— «th-   I  -  sin — i— ar 

^  — «  J/    4  ^  Jo  ^  ' 

7:    r     .    mr:    , 
=  -   I    sin— ,-  d'z. 
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Oo  trouve  aussi  que  rordonnéf  d*UB  iftfpèieiiOMAlei  ènl 
la  grande  base  serait  k  et  dont  Tëqualioa  de  FensemUe  é» 
côtés  serait 

y  ^x         depuis  j?  ==  o         jiisqa*à  jr s  s, 
^  =  «         de{rais4r  =  «         jiisf«*à  j?  =  «  — «, 
jr  =  «  —  a?  depuis  jf  =  «  —  a  JQsqa'à  j^  «■  tr, . 

est  égale  à  la  valeur  de  la  série 

^=41  8inestnx+  A^^imSssiaSdP-h  .^sîs5ssin5i4P-^..«|t 

et  Ton  trouverait  d'une  façon  analogue  réqualioa  d*tta  csih 
tour  quelconque,  formé  de  portions  de  lignes  dont  on  postée 
Téquation. 

YI.  —  Méthode  de  Cauelqr. 

Considérons  Tintégrale 


i 


k 


/(5)e.rç_x)/-,^, 


dans  laquelle  a  et  6  sont  des  nombres  finis  réels  el  o" 
/(Ç)  désigne  une  fonction  finie  qui  n'est  assujettie  à  d'autre 
condition  qu'à  rendre  finie  et  déterminée  l'intégrale  précé- 
dente pour  toutes  les  valeurs  réelles  ou  imaginaires  de  ^^  ^' 
pour  les  valeurs  réelles  de  x.  Cette  intégrale  est  une  foncUo" 
monodrome  et  monogène  de  5,  si  l'on  suppose  l'intégrale 

finie  et  bien  déterminée,  car  elle  se  trouve  dans  des  condit^^^"* 
telles  que  l'on  pourra  lui  appliquer  les  règles  de  la  diffère"' 

tiation  sous  le  signe  /  •  Supposons  qu'il  en  soit  ainsi;  codsi- 
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:ons  l'intégrale  suivante  prise  le  long  d'un  cercle  de  rayon 
ini  décrit  de  l'origine  comme  centre 

b 


cherchons  à  calculer  sa  valeur. 

I®  Supposons  d'abord  a  =  x  et  b  —  a  <  211;  le  long  de  la 

rtion  de  contour  d'intégration  pour  laquelle  le  coefficient 

;  y/ —  I  dans  z  est  négatif,  l'intégrale  est  nulle  ;  on  peut  donc 
pposer  que  cette  intégrale  est  prise  seulement  le  long  d'un 
imi-cercle  de  rayon  infini  et  égal  à  r  décrit  au-dessus  de  l'axe 
5s  X]  elle  prend  alors,  au  signe  près,  la  forme 


If. 


b  _ 

X 


On  peut  poser  Ç  =  x-i-|xetz=:r!J:  on  a  alors,  au  lieu  de 
intégrale  précédente,  en  désignant  b  —  a  ou  b  —  x  par  e, 


fi: 


contour  d'intégration  étant  un  demi-cercle  de  rayon  égal  à 


'>  Ou,  en  remplaçant  |x  par  -> 


iiK^'^-ry''^'''''- 


Nous  décomposerons  cette  intégrale  en  deux  autres 

t'/r 

i  seconde  est  nulle  et  il  reste  à  trouver  la  limite  de 

pour  r  =  00.  A  cet  effet,  nous  supposerons  que /(a: -4- w) 

L.  —  Traité  d'Analysej  III.  a6 


km  C«4MT«>    IK. 

ternie  ^enfix)  quand  bi  tend  «en  zéro,  ra  pa»«ni  par  Aet 
valeon  poôuvei,  de  MLrte  <}«  noire  iaUgialeie  dfeompoai 

es 

E  déngiMDt  une  <piuitité  qui  s'annule  pour  r  =  oo  . 
OtJÇ     «<a^<A.<iC  «ri  égal  A  Tutelle 

priselelong'Vitndemî-cerciedemonun,  c'esl-à-dire i  -t. 
La  premitre  de  nos  denx  expressions  e»l  donc  égale  k  «f{ti 
etlaiecondc  ^  zéro  :  la  valcwderint^ral«(i)  est  donc  v/^j). 

a*  Si  Doos  supposons  x  =  6,  on  verra  de  même  que  k 
valeur  de  l'intégrale  (t)  est  encore  iï/(jr ),  maia  en  appelul 
celle  fois  /{x)  la  limite  vers  laquelle  tend  /(t.  —  u)  quinit 
a>  tend  vers  zéro  en  passant  par  des  valeurs  exclusivement 
positives. 

3*  Si  nous  supposons  x  compris  enire  o  et  6  et  si  (UH>i 
désignons  pîir/",,  la  valeur  vers  laquelle  converge /(x  +  m) 
quand  Ci>  terni  vers  zéro  en  passant  par  des  valeurs  positifOi 
et  par^jla  v^ileurvers  laquelle  il  cuoverge  en  passant  pardei 
valeurs  négaiivt;s,  un  pourra  décomposer  l'inté^ale  (i)  en 
deux  autres  prises  par  rapport  à  Ç  de  a  à  :r  et  de  :i:  à  6.  Nous 
savons  que  ces  intégrales  partielles  ont  pour  valeurs  s/j  *' 
n/i  ;  l'intégrale  (i)  aura  donc  dans  ce  cas  pour  valeur 

.(/,+/■). 

valeur  qui  se  réduit  à  2Tty{3:),  quand  /,  ■=-fi,  c'est-à-dire 
quand /(j:)  est  continu. 

Nous  avons  supposé  a  —  6<|2ii;  maïs  on  pourrait  sup- 
posera —  t  =  Ti,  et,  si  X  était  compris  entre  a  été,  il  estclsir 
que  l'intégrale  (i)  serait  encore  égaie  à  it  (/i  +/»)• 

4°  Enfin,  supposons  x  en  dehors  des  limites  a  et  b,  mai^ 
tel  que  sa  différence  avec  chacune  de  ces   quantités  iO"^ 
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loindre  que  217,  il  est  clair  que  Tintégrale  (1)  sera  la  difTé- 
ice  de  deux  autres  égales  entre  elles;  par  suite,  elle  sera 
Innlle. 

Mais  l'intégrale  (1)  peut  se  développer  en  série  :  elle  est 
lie  en  effet  à  la  somme  des  résidus  de 


.-»& 


/    /(?)e=(5-''^-»É/f 


gîTCsV  — 1 ( 


relatifs  aux  zéros  e'^"^^  '  —  i,  multipliés  par  271  y/ —  i,  zéros 
qui  sont  o,  r:i  i ,  d=  2, . . .  ;  l'intégrale  (i)  est  donc  égale  à 

Ç  /(S)^?-+-  r  f{X)e^^-'^^^'d\-^  f  fCve-  ^-'^r/$ -:-.... 


et,  par  suite,  on  a 


t(/i-t-/i)=  2  S  /($)^"'^-"'  -''^s- 


a 


Cette  formule  suppose  a  —  6  ':  tt  et  j:  compris  entre  a  et  ^  ; 
faisons  6  =  a  +  271  :  nous  aurons,  pour  toutes  les  valeurs  de  x 
comprises  entre  a  eX.  a-\-  'ir.^ 


-f-oe 

^,^       ^  rt  -h  air 


rt  -h  air 

i  —"a 


C'est  la  formule  de  Fourier.  Comme  le  second  membre  est 
périodique,  il  est  facile  de  voir  quelle  est  sa  valeur  quand  x 
n'est  pas  compris  entre  a  ei  a  -\-  17:,  Il  reste  à  voir  ce  que 
cette  formule  devient  pour  a:  =  a\  or  le  second  membre  peut 
s'écrire 


+  00 

,a-t-lC  X."-»  a. 


si  l'on  fait  x  -.=:a^  la  première  série  est  7:/[a),  la  seconde  est 
'Tzfi  a  -f-  2it),  car  on  obtient  le  même  résultat  qu'en  v  faisant 


4o4  CHAPITRE    IX. 

x  =  a  —  ar.  La  formule  de  Fourierest  donc  démontrée,  méfflCj 
pour  X  =  a. 

Nous  avons  cru  devoir  donner  la  démonstration  de  Caockji 
que  Ton  vient  de  lire,  pour  deux  raisons  :  d*abord  àcaasedei 
>a  simplicité  et  de  sa  généralité,  et  ensuite  parce  que  Riemann 
j  parlé  fort  légèrement  des  travaux  de  Cauchy  sur  la  formule 
Je  Fourier,  et  que  personne  jusqu'ici  n'a  cru  devoir  protester 
contre  le  jugement  de  ce  géomètre  allemand. 

^  I  oir,  dans  les  OEu^Tes  de  Riemann,  son  Mémoire  sur  la  série 
Je  Fourier,  traduit  en  français  dans  le  Bulletin  de  M.  Dar- 
Ih>u\;  i^^73.) 


TU.  —  Formule  de  Fonrier,  ses  appIicationB  à  la  recherche 

des  intégrales  définies. 


Reprenons  la  formule 


•      b 


F(/^=-, >     I     F(T)cosa7:n  ^ dr, 

à — a^J        ^  b — a 

ijui  siipju^so  /compris  entre  a  cl  b;  b  et  a  étant  quelconques, 
on  peut  supposer  b  -^  -^  x,  a  =  —  oo;  en  faisant  alors 


ir:  ,,  'iTzn  , 

o  —  a  '  ù  —  a       ^ 


la  somme  >  se  ehanirera  en  une  inlé«:rale  définie,  et  Ton  aura 

(Test  la  formule  île  Fourier.  Nous  allons  en  faire  des  appli- 
eallous.  ()l)sorvons  encore,  auparavant,  que  la  formule  (i; 
ne  suppose  en  aucune  façon  F(/)  continue;  F(/)  ne  doit  pas 
élrc  Inlinie  el  ne  dt)it  pas  être  toujours  discontinue.  Quand 
V{t)  a  deux  valeurs  pour  /  =  6,  on  doit  supposer  F(0)  rem- 
placé par  F,  1,0)  4-  Fal^),  comme  il  a  été  expliqué  plus  haut. 
Va\  outre,  \\t)  doit  satisfaire  à  certaines  conditions  d'inté- 
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grabilité,  qui  sont  satisfaites  en  particulier  si  elle  n'a  pas  dans 
on  intervalle  fini  une  infinité  de  maxima  et  de  minima.  Enfin 
Tordre  des  intégrations  ne  doit  pas  être  interverti. 

Supposons  F(^)  =  I  quand  t  varie  de  —  a  à  -i-  a  et  égal 
àiéro  en  dehors  de  ces  limites  :  alors  on  aura 


,-hao 


F(t)cosiJ;(t  — /)c?T=  I        cos^{'z  —  t)fh 

ou  bien 


=  j  [siinj;(a  —  ^)-h  siinj;(a-r- /)] 
=  -r  sineztj/  cos^i]/. 


On  a  donc,  en  supposant  a  >  ^  >  —  a, 

I      /•'*'*  2  sinad/ cos/J/    ,, 
I  =  —    /         \ ^  d^. 

^^  dehors  de  ces  limites,  Tintégrale  est  nulle,  et  Ton  a 

J_^  ^  \  o  pour  /«>  aV 

^*  1  on  fait  ^  =  o,  on  retrouve  la  formule 

Si  Ton  se  propose  de  trouver  une  fonction  égale  à  e~' 
^ï^lre  les  limites  o  et  oo  de  ^  et  égale  à  e'  pour  les  valeurs 
^c  t  comprises  entre  o  et  —  oo,  on  trouvera 

«^= —    /         û?ij;l     /     e~^cos^{z  —  t)d'z-Jr  j     e'^cos^(z  —  t)dz\ 

^^  par  suite, 

_  £    r^*  cos^ td^ 

^  que  l'on  savait  déjà. 


4o6  ciAritBi  is* 

*  - 

•  •  •  " 

Reprenons  la  fonnnle 


(I) 


^(*)=f:Î:^2/  F(Ocoi^iiii({-*)4. 


Si  l'on  7  remplace  F{x)  par  F(â:,  ^),  on  aura 

et,  en  appliquant  à  F(Ç,  ^)  la  formate  (i)» 
==  6"Zr5  3r=^22X  •/    F(t,ii)eo8aii«(Ç  — »)eosa|w(o  -^ 


et  ainsi  dé  suite. 
De  mêmey  si  dans  la  formule 


•    ••-+-• 


on  remplace  F(j:)  parF(j:r,y),  on  aura 

/«  ~^  flo         ^B-4-ao 

et 

on  trouverait  de  même 

X  cos V  ( Ç  —  z) rfX  €/5  £/|x  ^^^ 
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^^,  plus  simplement,  en  posant 

Nous  ferons,  au  sujet  de  cette  dernière  formule,  une 
remarque  importante.  Je  suppose  que  les  intégrations  rela- 
tives à  ^,  7)y  !^  soient  faites  en  prenant  pour  limites  celles  d'un 
corps  solide  donné,  une  sphère  pour  fixer  les  idées.  Négliger 
le  Teste  de  l'intégrale,  c'est  supposer/(  x^y,  z)  nul  en  dehors 
de  ces  limites. 

Ainsi,  le  second  membre  de  l'équation  précédente  repré- 
sente la  fonction  F  (  x,  y<,  z)  pour  tous  les  points  x^  y  y  z  inté- 
rieurs à  une  sphère  et  est  égal  à  zéro  pour  tous  les  autres  points 
de  Fespace.  On  comprend  toute  l'importance  de  cette  formule 
dans  les  applications  à  la  Physique  mathématique. 

Si  l'on  veut,  par  exemple,  représenter  la  densité  d'une 
sphère  en  fonction  des  coordonnées  et  ses  divers  points,  on 
^^ra  en  présence  d'une  fonction  nulle  pour  les  points  exté- 
'^^urs  à  la  sphère,  et  égale  à  une  fonction  donnée  pour  tous 
*^s  points  intérieurs.  Voici  d'ailleurs  d'autres  applications  du 
^^me  principe. 

^-  -—  Théorie  des  restricteors,  méthode  d'intégration  de  Dirichlet. 

liirichlet  a  inventé  une  méthode  d'intégration  qu'il  a 
appliquée  à  une  question  importante  de  Mécanique  (attraction 
^^s  ellipsoïdes)  et  dont  Cauchy  a  montré  toute  l'importance 
pour  le  Calcul  des  probabilités. 

On  appelle,  d'après  Cauchy,  restricteur  une  expression 
^gale  à  l'unité  entre  certaines  limites  données  et  nulle  en 
^^hors  de  ces  limites. 

a(j7  —  aro) 


4o8  CBA»1T11  II» 

est  un  restricleur  égal  à  un  pour  «  >  m§  d  égii  à  wbo  es 
dehorn  de  ces  limites.  Mais  les  restri^^eort  les  plos  utiles  lOfll 
ceux  qui  résultent  de  la  formule  de  Fouiier. 
Ainsi 


sina»  .        t 


est  égal  à  Funité  si  «  >  o;  dans  le  cas  contraire,  il  «tt  ($|d  I; 
zéro. 

est  égal  à  un  si  6  est  positif  et  à  €^^  n  ft  est  ii^pAif  ;  ène 
(A  —  i)e~*^  est  nul  pour  6]>  o  et  égal  à  un  pour  è<e. 
Mais  le  restricteur  le  plus  utile  dans  les  applicata<ms  est 

égal  à  un  si 

a  —  /<âp<a-+-l, 

et  à  zéro  en  dehors  de  ces  limites.  Pour  trouver  ce  reslriclcnr, 
on  peut  partir  de  la  formule  de  Fourier  et  se  proposer  de 
trouver  une  fonction  de  x  égale  à  un  pour  a<Zx<^b,ei  égale 
à  zéro  en  dehors  de  ces  limites. 
Celle  fonction  est 


ou 


<■)       U-»    — - — ^ — -''^' 

ce  que  l'on  peut  écrire 


.    h  —  a  . 
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l'on  fait  a  =  a  —  l  et  b  =  a.  -^  l,  on  trouve  précisément 


*y  —  oe  • 


Je  suppose  maintenant  que  Ton  veuille  intégrer  la  fonction 
^,  7,  s)  pour  toutes  les  valeurs  de  Xy  y,  z  comprises  à 
itérieur  d'un  solide  donné;  on  pourra  multiplier  cette 
lotion  par  un  restricteur,  nul  en  dehors  des  limites  du  corps 
mé,  et  alors  on  pourra,  sans  inconvénient,  intégrer  le  ré- 
tat  entre  des  limites  infinies,  ce  qui  facilitera  le  plus  sou- 
it  le  calcul, 
ioit  à  évaluer  l'intégrale 


///• 


nous  les  points,  tels  que  l'on  ait 

x-hy-^-z^i,        x>o,       y>Oy        5>o; 
s  multiplierons  par  le  restricteur 


if 


SI  no       ./^ 


o 


l  à  I  quand  x  -{- y  -\-  z  <^\^  et  nul  pour  les  valeurs  posi- 
s  comprises  en  dehors  de  ces  limites,  et  nous  considére- 
s  l'intégrale 


i«         ^«         /»»        /,-l-ao 


j      f     f     f       e-^^'+r «+=')  e?  ^-  »  (-r-^r^--)  ^-^^  rfcp  dx  dy  dz  : 

s  ne  faisons  ainsi  qu'ajouter  des  élément  nuls  à  l'intégrale. 
on  a  (p.  260) 

^égrale  proposée  devient  alors 


ma 


sino    -^ 


—  e     *  e/çp 


ou  bien 

et  se  trouve  remplacée  par  une  int^^rale  définie  simple  ] 
entre  des  limites  — oo  et  +oo* 

X.  —  TMortea^e  FifavraL. 

Le  théorème  de'  Parseval  permet  de  calciiler  la  valen 
la  série 

quand  on  connaît  celles  des  séries 

On  a  en  effet,  en  prenant  les  résidus  pour  âr  =  o, 

si  Ton  intègre  le  long  d*un  cercle  de  rayon  un,  on  a 

mais,  pour  que  cette  formule  soit  admissible,  il  estnécess 
que  les  seconds  membres  des  formules  (3)  soient  converg< 
à  l'intérieur  d'un  cercle  de  rayon  un  peu  plus  grand  que 
ayant  son  centre  à  Torigine. 
Si  l'on  avait 

<p(6)  =  ao  +  aicosô  ■+-  atC0S2Ô  -h. . ., 
(J;(6)  =  6o-+-  bi  cos6  -+-  6sC0S2Ô  -h. . ., 

on  en  déduirait  aussi,  en  supposant  ces  séries  unifornK^oien 
convergentes, 

—   /      «p(6)4^(6)6?8  =  ao6o-+-ai6|-4- 
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Nous  aurons  souvent  Foccasion  d'appliquer  le  théorème 
de  Parseval. 

XI.  —  Formule  de  Canchy. 

Si,  dans  la  formule  de  Fourier, 
AT,  y...)  =ff. . .  e.«.5-x,.p„-„.  ,,  -/(  t,  ^,  . .  .^dld^  ^  . . . , 

OÙ  les  limites  sont  —  oo  et  -j-  oo  pour  a,  p,  . . . ,  quelconques 
pour  Ç,  r^,' . .  . ,  mais  comprenant  x^  y\  .  . . ,  et  qui  n'a  lieu 
que  pour  les  valeurs  de  x  comprises  entre  les  limites  de  Ç,  . . ., 
on  pose  ;r  =  o,  ^'  =  G,  . . . ,  on  a 

/(o.  o,  . . .  ,  -JJ. . .  e'aÇ.?.....,v-ï/(Ç,  ,....)  ^^Jf  ^  .. .. 

Supposons  maintenant 

5  =  L(X,jji,  .   .),        7)  =  M(X,  jji,  . . .  ),         ..., 
nous  aurons  (p.  i5i) 
//(o,  o,  ...) 

supposons  encore  que  T^q^  [Aq,    . . .   soient  une  solution  du 

système 
,  L  -=  o,        M  =  o,        .... 

On  peut  supposer 

/(L,  M,  ...)  =  'f(X,  [1,  ...): 
mais  alors 

/(o,  o,  ...)--^  tp(Xo,  Ho,  ...) 

ei(i)  devient 

Les  limites  de  la  nouvelle  intégrale  seront  —  oo  et  4-  oo  pour 
les  variables  a,  p,  ...  :  un  peu  supérieures  et  un  peu  infé- 

• 

heures  à  ).o  pour  la  variable  X,  un  peu  supérieures  et  un  peu 


4ia  QlAriTlB  OL 

inférieiires  à  p«  poiir  la  variiikle  (^  ete«  ;  ely  fi  Penir^^ 

(a)  /     =  /  /  ...  /         /  ...#»**«^.-V=îf(X,m.4 

_  a(L,  M )  d^ik  MâuL 

X  ^.^  —    '    '  •  •  •> 

le  signe  ^s^étendani  à  tontes  les  solntions  de 

L  s«  o,  M  as  Oy 

^•f  (^#9  .  •  •  telles  que  Ton  ait 


•  •  • 


Cette  formule  (a)  a  été  donnée  par  Caiichj  daai  k 
XIX*  Cahier  du  Journal  de  VÊcote  Polytechnique;  il  ^ 
a  fait  une  application  importante  (Mémoire  présenté  à  rb- 
stitutle  26  mai  i8a3). 

Il  est  clair  qu'une  méthode  semblable  ft  celle  que  noo» 
venons  de  suivre  nous  permettrait  également  de  développa 
en  série  trigonométrique  une  fonction  des  solutions  des 
équations  L  =  o,M  =  o,  ....  On  trouve  ainsi 

^J  ...e  ?(A,ïx,  ...)  ^(x,^,  ...)   27:27: 

/,  /w,  ...  désignant  des  entiers  variant  de  — 00  à  4-00. 

Malheureusement,  ces  développements  sont  peu  conver- 
gents. 

XII.  —  Ëtude  d'une  fonction  singulière  considérée  par  Weientras^- 

Soient  b  un  nombre  moindre  que  un  et  positif,  a  un  enti^' 
impair;  la  fonction  y  (a:),  définie  par  la  relation 


• .  •  I 
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Si  continue,  car  le  second  membre  de  cette  équation  est 
Luiformément  convergent.  Nous  allons  reproduire  un  rai- 
sonnement de  Weierstrass  en  vertu  duquel  f{x)  n'a  pas  de 
dérivée;  nous  transcrivons  ici  la  traduction  textuelle  de  sa 
démonstration  donnée  page  3o,  Tome  79  du  Journal  de 
Crelle. 

«  Soient  Xq  une  valeur  particulière  de  a?  et  m  un  entier 
positif;  il  y  aura  un  entier  Xm  satisfaisant  aux  inégalités 

<a'«a:o  — «/«=-> 

2  '1 

de  sorte  que,  si  Ton  pose  a'^Xo  —  oLm=  Xm^t  et 


X  =  —  f        a?  =  » 


on  aura 


\  I  X      Xq—  a"»  X       xo—        a"* 

x'  <i  Xq  <.  x*  \ 

et  Ton  peut  prendre  m  assez  grand  pour  que  x'  et  x"  diffèrent 
de  x^  d'aussi  peu  que  Ton  veut. 
»  Or  on  a 


x' — Xq  JkÊÉ  x' — Xq 


0 


af^lffi  j ^ 

a^{x  — Xq) 

rt-O 
n  =  «o 

y    l,fH-hn  . ÎL_ 

^aà  x'—Xq 

n=0 

X^ —  Xq 


n-m—\  sina'^'Tr 


=     ^    — a'^6'*!:  sina^ir 


X'  -I-  a?o  îi 


a  xf — Xo 

n  =  o  «'*'î — 


A  =  «0 


-     v^  1-+- cosa^aT/n-fiit  , 


11=0 
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en  verta  de  (i)  et  de  l'hvjtolh^se  que  a  est  impnir.  Si  IV 
observe  tXan  que  i  +  .r,„^ ,  fsl  compris  entre  '  et  -•  pui^qu'  | 
Xm^t   est  compris    entre  —  ^  et   +   ',  l'égalité   précédenW  \ 
ponira  s'écrire 

11  déngnant  un  Dombre  BapArieor  k  rnnité  et  ■  an 
compris  entre  —  I  et  + 1  •  On  ftnnit  de  inéBe 

i)i  désignant  on  nombre  sapérienr  i  i  et  t|  on  nombre  eoi 
pris  entre  —  i  et +  i.  Si  alors  on  choisît  a  de  tdle  sorte  f 


les  quantités 


seroDt  de  signes  contraires  et  infinies  pour  m  ^  oo  .  » 

La  dérivée  de  f{x)  n'existerait  donc  pas,  et  cependam 
cette  fonction  serait  continue.  Ce  fait  est  extraordinaire,  et, 
bien  que  le  raisonnement  qui  précède  paraisse  irréprochabl*^- 
il  est  bon  d'attendre  qu'il  soit  bien  connu  et  bien  étudié  >va  ■■' 
d'en  accepter  les  conséquences  ('). 

('  )  Ces  lignes  onl  été  écrites  il  y  a  plusieurs  anaées,  A  une  époqni:  < 
licaucoup  (le  géomitres  rerusaieut  d'admettre  les  conclnsioas  prétÂtcut'-''- 
i|ui  semblent  généralement  admises  aujourd'hui. 
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EXERCICES  ET  NOTES. 

V 

éveloppements  déduits  de  la  formule  de  Fourier. 

re  les  limites  — ir  et  -h  it  de  a:  ( les  limites  exclues),  on  a 

2    .  /     sinar  ^s'in9.T        3sin3ar 

sinm 


(s'ina:  7.  sin^t. 


T,  V  i^ — m*        2*  —  m*        3* — m* 

ilx       mcos3a7 


2    .  /    f  wicosj?        mcos 

=  -  sinmTTl n  — ; 

Tz  \'im        I*  —  m'        2* — , 


m*         3* — /n* 

/ncosa*        nico^ix        mcos3x  \ 

71  \  2  /w        i  *  -T-  7/1*        2*  -T-  m*         3*  -h  m-  / 

2/     sinx  2sin2.r         3sin3a: 


;= 


7w  \  i^  -t-  m*        2'  -r-  //i*        3*  -T-  m* 

07         .  s'inix        sin3a7 

—  =  sina: i . . ., 

2  2  6 

x^        7c*  cos2ar        cosSa? 

4  12  2*  3* 

ir  X  compris  entre  o  et  ir,  on  a 

t:         .  .     3x       sin5.r        ainix 

-  —  sina?  -+-  sin  — -  H i . . . . 

4  i  :>  7 

sina:  r=  —  log2  —  cos2a7 C0S4 ar  —  -  cos6x  — . . ., 

TcCir  —  ^>.x^  ros3a:        cosSar 
8 =  '"'""^  -3^  -^  "lï-  +• 

o.t)('Z'  -h  iTi.r  —  9.X')  cos3.r        cos5j? 

--  COS2:  -f 


9()  3*  5* 

T.rcir  —  X)         .  sin3j:        sin'j.r 
8 =s.nx+^^  +  ^^-... 

2/n  ,  K  /     ï  cos2a7  cos4^  \ 

TZ    ^  \2m*        m* -+-2*        /?i'-+-4*  / 

7.m  ,  I    COS.X  cos3a? 

2  ,  /    sin  j^  3  siri3.r 

T  ^  \  m-  —  I         /«-  H-  3*  / 

2  .  /  2  si  n  2  .r         4  si  n  4  ^  ^ 


•  •  •  » 


» 
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3.  Entre  les  limites  —  -  et  h — >  on  a,  m  étant  entier, 

2  2 


COS*'"Jr  =  2    7—;: -  H C0S2J: 


ï.3.5...(2m  —  I)  fi  m 

2.4*6. ..2/71        L2        m-+-i 


m(m  —  1) 

cos4j^— ... 


(m-hi)(/n-4-  2) 

4  2.4.6. ..(2m  —  2)ri     2m  —  ï 

iz   i.i.5...(2m  —  i)  L^        2m-f-i 

(2/n--i)(2m  —  3) 

-H  } TT TT-  cos 4X  — 

(2m-f-!)(2/?l  -+- 3) 

En  général,  si  l'on  pose 

r(5-f-i)=   /     e-'x*dx, 

on  a 

COS'O?  =   -—7    ■= ; TT^       -  H COS2J?  -h  , ^—-7 —  COS4 Jl 

I        r(5-i-i)     r    I  5  —  I 

cos*a?  —  -^^^  -p — r ^^iT    cosa?-H  . ^-  cos3x 

(5-l)(5--3) 

-1-  ; —, :rr-i =~*  COS  ja 

(5-hl)(5-+-  3)(5-+-  D) 


""■  Vm] 


Si,  dans  ces  formules,  on  fait  a?  =o,  on  a  des  relations  remarquab 

entre  les  fonctions  T{s), 

(Cauciiy,  Anciens  Exercices.] 

4.  Entre  les  limites  o  et  2?:,  on  a 

-  coSwT cosj'  =  -  sinx  -i sin2a: 

224  i-^ 

H 7  sin 3x-T-  r— .-  sin4-r  -t-.  .  ., 

2.4  3.5  * 

TT      .  ^      .  II  I 

-  sina: sina:  =  — 1-7  cosj? cosix 

2  2  '^4  I  •  ^ 


7  cos3a:—  — -r  cos4a?-f-. . ., 

2.4  3.5  ' 


a?         .  I    . 


-  =  — h  sinxH —  sin2a:-f-  -sin3«r-4-. . ., 
22  2  3 

a**        ira?       T,^  I  I  „ 

-7 \^  -~  =.  cosa^H — -  cos2r  -h  tt:  cos3a?  -4-. . . 

426  2*  3* 
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Quel  que  soit  x,  on  a  (excepté  pour  x  =  o  et  ^r  =  ii) 

I    ,  I  COS1X       cos3a?       cos4^ 

-  loga  cos  -  X  =  cosa? i ; h . . . , 

-x      ^  1  2  i  4 

I    ,  .1  cossfcjr        cos3j7 

—  locra  sin  -  j?  =  —  cosar . . .. 

li.      ^  1  i  3 

I  I  —  0  COSJ* 


1   I  —  2pcosj:-+-p 


-  =  i-i- p  cosjr -T- p*cosîia?-f-. . 


psinar  .  .   . 


\     I  —  2p  COSX  -r  p 


-  =  p  siux  H-  p*  sma^r 


^^Sv  i  —  arcosO  ^-r-  =  —  rcos6 COS26 ^  cos36  —  .. ., 

2  i 

A*  sin  6  /*'  r' 

arclang ^  =  r  sin6  h sin26  -i-  -tt  sin36  -+-...; 

°i  —  rcosO  2  3 

*is  ces  formules  supposent  r  <  1.  En  valeur  absolue, 

1  2  /*  *^i  n  B  /*'  /** 

-  arctane-^ — — r-  =  rsinÔ  -i-  — -  sin36  -+-  -—  sin56  -+-. . .  : 

2  I  —  r*  3  5 

1  encore  on  suppose  r  <  i. 

6.  Dans  le  texte  nous  avons  donné  le  développement  dey(jr)  en 
^rie  trigonométrique  en  faisant  sur  la  fonction  y  certaines  restric- 
ions  qui  ne  sont  pas  absolument  nécessaires,  mais  qui  simplifient  les 
'émonstrations.  On  consultera  avec  fruit  sur  ce  sujet  les  Ouvrages 
vivants  :  Riemann,  sa  thèse  (i854)  imprimée  dans  ses  Œuvres,  • 
'C  Bulletin  des  Sciences  mathématiques,  t.  V,  reproduit  la  thèse 
'^  Hiemann  en  français.  —  Le  Bulletin  des  Sciences  mathéma- 
^ues,  i.  III,  Paul  du  Bois-Reymond.  —  Le  Bulletin  des  Sciences 
^<ithématiques,  O.  Bonnet.  {Lettre  à  M.  Darboux).  —  Dini,  Série 
i  Fourier,  Pisa.  (En  vente  chez  Gauthier- Villars.j 


L.  —  Traité  d'Analyse,  IIL  a-^ 


f 

t  .    - 


4l8  ClAMVftB  X,. 


GSiPITREX 

SDR  L'INTERPMATION  UBS  FONCXIOMS  NDMtilQDBS. 


L  — 

On  appdle  fonctions  numiriqueM  les  fouettons  qui  se^ 
sont  données  qm  poor  des  mdenrs  entières  de  la  miaUe;' 
ces  fonctions  se  rencontrent  surtout  dans  la  tkéom  iki 
nombres;  ainsi  la  fonction  ^(a)  qoi  représente  le  nonbis 
des  entiers  premiers  e(  non  supérieurs  à  it  est  une  foBdios- 
numériqne.  Notre  intention,  dans  ce  Qiapitre,  n^est  pu  k 
traiter  des  fonctions  numériques,  mais  bien  de  nousoecoper 
de  leur  interpolation. 

Interpoler,  c'est,  comme  oa  sait,  trouver  une  fonctiofi  qtt 
prenne  des  valeurs  données  pour  des  valeurs  également 
données  de  la  variable.  Interpoler  une  fonction  numérique^ 
ce  sera  trouver  une  fonction  continue,  autant  que  possible 
monodrome  et  monogène,  égale  à  la  fonction  numérique  pour 
toutes  les  valeurs  entières  de  la  variable. 

La  fonction  i  -|-  2  -j-  3  + . . .  -H  a:,  numérique,  est  inter- 

X  (  or    I    1  ^ 

polée  par  la  fonction ;  la  fonction  numérique 

j  *  -h  2'  -+-...  -4-  ar* 
est  interpolée  par -^ >  et  amsi  de  suite. 

II.  —  Formule  d'Euler. 

Nous  commencerons  par  démontrer  une  formule  d^Euler^ 
qui  nous  sera  très  utile  dans  la  suite,  et  qui,  d^ailleurs,  est 
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eptible  de  s'appliquer  à  l'évaluation  approchée  des  inté- 
es  définies. 

»olt/(j:)  une  fonction  continue  entre  les  limites  a  et  6  do 
«variable,  possédant  d'ailleurs  des  dérivées  bien  détermi- 
-S.  On  aura,  pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre 
1 6  (mais  non  pas  pour  x  -^a  el  x=:-b)  (p.  SgS), 

—   «D 

-+-*  f 

ons  dans  la  formule  (i)  a;  =  a  4- A,  ar  =  a -i- 2A,  ... 

a-\-{m  —  i)helh  = ;  ajoutonslesrésultatsavec(2), 

s  aurons 

\a)-i-f(a-^  h)-r-f{a  -;-  ih)-^. . . 

«/lit /ni      _  ^aa^^^ 


^.i.fM'- 


e 


s  poserons,  pour  abréger, 
T  =  i/(a)-f-/(a-r-  h)-\-...  -r- j{a  -r-  m  —  i  /i)  -H  i/(^), 

3us  observerons  que,  sous  le  signe   /  >  la  quantité  placée 

e  crochets  est  la  somme  des  puissances  /i'^""  des  racines 
équation  binôme  z"*^  —  1=0;  donc  cette  somme  est  nulle 
id  n  n'est  pas  un  multiple  de  m  ;  elle  est  égale  à  m  dans 

is  contraire.  Si  l'on  observe  que  m  =  — r— >  la  formule  (3) 
rra  s'écrire 


^=i2://<5"'"^'"'-'' 


A  =  -  « 


^^IT 

? 

■ 

■ 

tir-s 

lermc*  deux  â  dcax. 

1 

1 

^ 

1  : 

/,T  = 

.c 

./U; 

..1 -.iX"^<».o. 

(!- 

-o).^: 

mais  rintégntioil  par  parties  donne 
//(S)«esîjî(S-«)<« 

=([/<!)-.îî--<f-.,(îî:)- 

±y^,((,e..îj!({_.,(î*ï)-'] 

=f/*/«'(()~."-Î:(«-.)*(î?)"'. 
c'e8t-&-dir« 


"[/'W-/'!")],- 


i-[rw-/-(«)i,-r^.^»- 


la  formule  (5)  devient  alors 

(    -'(^i/'(»>-/-<"'i2;p -•■■='''• 

R  désignant  un  reste  de  la  forme 
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:i^me  delà  forme 

e  reste  peut  s'évaluer  en  observant  que 

r/.P+i(5)sin^-(5-a)rfî 

laoindre  que 

/    M  cT^  =  (b  —  a)M  =  mhM, 

ésignant  le  maximum  de/-'^*  (;),  pris  en  valeur  absolue 
*e  les  limites  a  et  6;  on  peut  donc  poser 

m 

-signant  un  nombre  compris  entre  a  et  6;  mais  X  tt^^xj 
moindre  que  deux  ;  donc  on  a 

R<imh^p^^pp^H(i){-  -  ) 

us  avons  appris  à  calculer  les  coefficients  ^l /-p  ^"  moyen 

nombres  de  Bernoulli  (p.  824)  ;  toutefois  on  peut  observer 
-  la  formule  (6)  est  de  la  forme 

hT-^  f  fi\)cr^-^\,h^[f'(b)     f\a)\ 

^\,h^[r(b)   -r{a)\  -...-^R; 


il 


On  y  faity($)^^  e^,  on  a 


quant  à  R ,  il  lend  vers  o  pour  p  ----  x,  sî  A  est,  pa 
moÎDdrp  que  ?.i:,  ce  que  nous  supposerons;  noi 


«[Je, 
i  ponvoni 


donc  nous  dispenser  de  l'écrire  ;  faisons  a  =  o,b  =  h  etUlo^ 
mule  précédente  deviendra 

*  (I -4- «*)  =  {•»  — i)(i  + A,  A«+ *,**+...) 

1 

on  enfin 

~l^  «  I  -i-MA,A-4-aA,*>-(-... 
on 

_yi_„^_l+A,A  +  AiW-«-...; 

A| ,  Al,  . . .  sont  donc  les  coefficients  de  A,  h' duu  \t 

développement  de  («^ — 1)~<,  On  a 


La  formule  (8)  permet,  comme  l'on  voit,  de  calculer 

une  valeur  approchée  de  cette  intégraleest  AT  :  c'est  la  somm^ 
des  aires  des  trapèzes  inscrits  dans  la  courbe  y  ^ /(^x)  enU* 
les  abscisses  a  et  6  et  dont  les  bases  sont  égales  à  k  ;  cette  for- 
mule (8),  résolue  par  rapport  à  l'intégrale,  est 


jT/io-'ï- 


:[/■(»)-/■«■»  + 


-(rw-r(»)i- 
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III.  —  Formule  de  Boole. 

On  a 


"  =  -         «+A 


^2  f     /(î)<=o*T  (--''>''^' 


a-*  h 


Lj(a^k)^±^f      /(Orf? 


a 


m   /         /($)cos^($-a-/»rf5; 

n  =  1 


ï  retranchant  ces  formules  membre  à  membre,  on  trouve 


m  —  te  , 


m  =  l      " 

r  l'intégration  par  parties  donne 


=  [/'(a-r-h)^f'(a)]  *' 


[/"(a-i-A)--/"(a)]  ^' 


•     •      •      * 


(2/n-T- j)*i:* 
formule  précédente  devient  alors 

S[fia-^h)-/{a)\-^  s,,h\f\a^h^-^f'(a)] 

i  -r-A5/i5[/'"(a-^)-r-/'"(a)]-h...±R, 

I,  A2,  ...  désignant  des  coefficients  indépendants  de  la 
nne  de  la  fonction/ et  R  un  reste  que  l'on  peut  mettre  sous 

forme 

V     r"'^^  J^.   rr.        2/w-^-i      ,,  h^p  ,^ 


4)4  *  Cn^PITRE    X. 

On  détermine  A,,  A,.  ...  t^n  faisant  f{j;}  =  c'  et  ^ 
[WOCédtnt  comme  on  la  fuît  [lour  di-montrcr  In  rDimii£_ 
d'Eoler;  oa  voii  qi»;  A,,  A..  .  .  .  muiI  Ifi  cot'ITicifuta  d^ 
divenes  paUitnces  de  A  dans  le  déTeloppemoit  de 


on  trouve  ainsi 

A.--.       *t=-ï4'       *«-i45'       **=^i5' 

Si)  dans  la  formule  (i),  on  diangeaai  a-f-A»a+  a  A, 
a  -4-  nA  =  6  et  si  l'mi  ajonte  les  résobaU,  il  vient 

!/(*)-/(«)]  =  aAiAEiZ-Ca) +/'(«-♦-*>+...-»- $/•(*)] 

+.A,A»[i/-(a)-*-/-(«+A)-  .-  --m*>7 

et,  en  remplaçant /(j;)  par  //(«)i£r,  on  a  one  formole  ^ 
peut  servir  i  Tévaluation  des  quadratures 

/■* 


IT.  —  Interpolation  de^n'. 

La  formule  d'EuIcr  permet  d'interpoler  la  somme  d^* 
puissances  I  des  x  premiers  nombres  entiers,  au  mojen  d'** 
polynôme  entier  en  x  du  degré  i-\-i  que  l'on  '»  appelé  i»" 
polynôme  de  Bernoulli. 

Si,  dans  la  formule  d'Euler,  on  suppose  a  =  o,  6=-*^ 
A  =  I ,  /{«)  ~  X*,  on  a 
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Lte  série  s'arrête  d'elle-même.  On  voit  que 

I  *  -+-  a'  -h . . .  -r-  n' 

n  polynôme  entier  en  n  de  degré  i  -r  i ,  et  que  Ton  a  en 
cuHer 

I   -f-2  -+-3  -^...-^/i   =  — î^ > 


o 


jue  i  n'est  pas  entier,  le  reste  dans  la  formule  d'Euler 
id  plus  vers  zéro  et  l'interpolation  paraît  plus  difficile  à 
uer  :  nous  n'envisagerons  pas  ce  cas. 
is  on  peut  trouver  d'une  manière  beaucoup  plus  expé- 
:  les  sommes  des  puissances  semblables  des  entiers  con- 
ifs  :  la  formule  d'interpolation  démontrée  page  io3, 
I,  donne 

A»o'"       x(x  —  i)  ..  t(x  —  iMx  —  a)  ^_    _ 

I  I  .2  I  .2.3 

ins  cette  formule,  on  fait  ;r  =  i ,  '>.,  3.  .  .  . ,  /i,  et  si  l'on 
e  les  résultats,  on  a 


Ma  1.2  Ma         1.2 


//-  I 

x(x-^^^ 

'Il 


1 

n  —  t 


\r^  x( X  —  l)(  X -r- n)   .^    ^ 


1.2.3 
1 

en 


n 


>  X'"  = Ao"'  H — ., A«o'" 

Jk^  1.2  1.2.3 

1 

+  (n-^)(n-^)n(n-^^■)  ^,^„ ^ _ 

f  .  2  . 3 .  î 


ua  encore 


CRAPIIRG    X. 


Exemples  : 


I."- 


tn-i)(n—i)-\ 


„in*t)n(n^t) 


Des  formules  analogues  pourraient  iire  données  pour  li 
sommation  des  séries 


T.  —  Fonctioni  de  Baiaoulll. 
Cherchons  à  développer 


suivant  les  puissances  ascendantes  de  z;  sî  x  est  entier,  c 
développement  revient  à  celui  de 


'*-!-. ..-t-e'-t-t 


qui  est  évidemment 
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Ton  a 

ne  nous  empêche  d'interpoler  la  somme  des  puissances  i 
c  —  I  premiers  entiers,  au  moyen  de  la  fonction  Si{x) 
le  comme  étant  le  coefficient  de  js*  dans  le  développe- 
:  de  la  fonction  (i)  par  la  formule  de  Maclaurin,  suivant 
uissances  de  z.  Ceci  étant  admis,  il  est  facile  de  voir  que 
)  est  un  polynôme  de  degré  i  H-  i  ;  il  doit  être  identique 
ui  que  nous  avons  trouvé  par  une  autre  voie,  puisqu'il 
st  égal  pour  toutes  les  valeurs  entières  de  x. 
mr  prouver  que  Si{x)  est  un  polynôme  entier,  nous  sui- 
s  la  voie  tracée  par  M.  Hermite  {Journal  de  Borchardt 

î,  1878);  remplaçante  par  zy/ —  j  dans  la  formule 

e^  —  i  "^    ^       I     ^    ^  1.2. ..«     ^    ' 

aurons 


SI 


n\zxcos\z(x  —  1)         / s\BjZXS\n\s{x  —  i) 


^/ 


sin^z  sin-^-z 


ç,  z  sj—  le/. 

Ton  déduit,  en  supposant  x  réel, 

? ^ =  So(.r)—  ---  Sj(a:;-h..., 

^\w\z  I  i.a.3 

,  en  intégrant  la  formule  (p.  325) 

I           I         i^nx       28437» 
col-ar  = ■ 


2          IX  1.2  1.2.3.4 
à  X,  on  trouve 

I        .    I           ,1  Bja:'  I  Bia:*     1 

2                   °2  1.2      2  1.2.3.4   4 


4a8  caAPtTU  i. 

En  faisant  usage  de  c^te  tomavlef  le  logaritlinie  da  premier 
membre  de  (3)  se  mettra  sons  la  forme 


log 


siafs 


En  posani 


I  — «•»—(! — ar)«»  =  Xt», 


on  a  donc 


log 


nn\9»Bin\9(x  —  i) 


sia}-^ 

=iog(-j*x;) 


1.2        a 


et,  passant  des  logarithmes  aux  nombres,  en  vertu  de  (3)^ 


-3 


T*^'(^)-7±3^'^"'^-^---  = 


4  '^«^  -    ' 


En  développant  le  second  membre  et  en  égalant  de  part  et 
d'autre  les  coefficients  des  mêmes  puissances  de  z,  on  voïl 
que  ( —  i)''^*S2/+,  sera  un  polynôme  entier  de  degré  2i-^2, 
fonction  à  coefficients  positifs  des  polynômes  Xj,  X4,  Xe  •  •  •• 
Ce  polynôme  prend  dès  valeurs  égales  pour  a:  =  aeta:=-^* 
et,  comme  X„  est  nul  pour  j:  =  o  et  ^  =  1 ,  il  passe  par  un 
maximum  unique  pour  x  =  ^]  on  voit  donc  que  : 

Le  polynôme  (  —  1)'+'  S2/+1  est  de  degré  214-2;  il  a  trois 
racines  réelles  seulement  :  x  =  :±:i  et  x  =  o;  il  ne  change 
pas  quand  on  change  x  en  —  x,  il  est  positif  quand  t 
varie  de  —  i  àM-  i,  négatif  partout  ailleurs  et  passe  p(^ 
un  maximum  pour  x=- 


\ 
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Une  analyse  toute  semblable  montre  que  : 
Le  polynôme  ( —  i)'  — ^^—  est  de  degré  a  i,  positif  quand 

^x  —  I 

X varie  deo  à  i  ;  il  n*a  qu'un  seul  maximum  quand x  reste 
positif  et  que  ce  maximum  a  lieu  pour  ^  =  i  ;  enfin  ce 
polynôme  est  une  fonction  paire  de  ix  —  i ,  négative  dès 
que x>  \^ 

Pour  calculer  les  polynômes  S(  j:),  il  suffit  de  développer 
en  série  —z —   ;  nous  observerons  pour  y  parvenir  que 


I 

— 

1 

-T- 

B, 

h 

1 

B, 
1 . 

0. 

-f- 

B,5« 
1  .  '2  .  3 

"i" 

e- 

-  • 

1 

•    •    • 

e 

zx 

I 

zx  -¥- 

5« 

.r» 

-\- 

23  r> 

^      mm* 

. 

•    •     • 

1.2  1.2.3 

et,  par  suite, 

— -, —  X  -r-  z[ -T- j  -r- . . .  ; 

e 1  \     I  i,i/ 

On  a  donc 

So(a;)  =  X, 
I  B^x         x^ 

I  ^  I  1.-2 

1    _  Bj^        B,rï        x^ 

~~  SiiX)= i \-  —y 

I.'i  I.'2  I.'2  3! 


I    ^    .  B„.r  B„.  ,^«  B„-;:c3  .^./i^i 


/i!     '*^  /i!    ^(,i_,)!uî      (w  — 2)Î3!  (/i4-i;! 

Ou  bien  encore 


1.2  1.2.3  71 -T- 1 


On  a  ainsi  explicitement  la  valeur  de  la  fonction  qui  inter- 
pole la  somme  l'-h  2' -i-.  • . -r  (^  —  i/î  niais  cette  valeur 
dépend  des  nombres  de  BernouUi  dont  l'expression  est  com- 
pliquée. 


Un  eu  particulier  du  (Uveloppemeat  de  l — — —  ] 
où  m^  —  1 ,  soai  a  fourni  les  nomloes  de  BenumlU  dan 
noua  avons  reconnu  tonte  l'inpoctaice.  Le  cas  ak  mttt 
qnelcon<jae  présente  également  de  l'intérêt;  le  dérdi^f» 
ment  «  tonjonrs  lien  i  l'intérienr  d'na  eerde  de  ammgmu 
de  rajron  égal  1  an.,  Si  oons  powni 

noDB  auront,  eu  prenant  la  dérivée  logarithmique, 

I  djr         m  ■*    . 

si  l'on  rem^dace  alors  j' par  i+a,s-+-atX*  -l-atX*  + 
on  déterminera  les  coefficients  .ai,  at*  '  ■  •  >  a«,  •  ■  ■  au  nq^ 

de- l'équation 

En  identifiant,  on  a 


•4, .«.3*         i.j       J' 


.«.3.4  i.a 

.a. 3. 4. 5  I. 


On  conclut  de  là  que  a„  est  un  poljnôme  du  degré  n  enffl' 
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is  le  désignerons  par  — ^^ >  en  sorte  que  Ton  aura 

X     /  I  i.a 

'on  fait  i7t  =:  Oy  le  premier  membre  se  réduisant  à  un,  il 
t  que 

9t|'0  •  =  ^(O  ■  =3  .  .  .  — :  O-l'o  ♦.  .  .  =  O- 

Ton  fait  m  =:  i ,  on  voit  que 

,1  I  ,1 


n  —  I 


Ton  fait  m=  —  i ,  on  voil  que  ^p.  324) 

ri'~'^=  ~»       ?»'  —  «/  =  ^1» 

o,(ii  =  B,  =  o,        ....        Ça'  —  ï'=B„        ...; 

ipeut  calculer  o„(m)  comme  il  suit  quand  m  est  entier  et 
)silif.  La  différence  n'*"*de  e'este*(^ —  i)"quandAjr  =  A  ; 

on  a 

I        i.i  1.2. ..m       (m-t-i): 

'enoDs  les  différences  m'****  des  deux  membres  et  faisons 
=  0y  nous  aurons,  en  divisant  par  A'", 

—  A 


m  î  (  /?i  -r-  i;  î 


t)  1— =  , 

ni  (/i-r-w)! 

û  écrivant  A*"©*"^",  au  lieu  de  (A'"x'"'^'')x=oj  en  sorte  que 

•^  {n-r-ni)\ 

Joand  on  connaît  les  valeurs  de  ^//(/^i)  pour  les  valeurs  en- 
^^es  et  positives  de  m,  il  est  facile  de  former  ces  polynômes  ; 
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on  peut  toutefois  calculer  les  valeurs  de  fn("')  pont 
I  UmTS  entières  et  négatives  de  m  comme  il  suit  :  de  (i) 

eu  luuUiptiaat  celte  formule  par  (i),  le  premier  mei 
]'(.'(]uatiun  résiiltanle  est  i  Kl,  par  suite,  les  coeff)ci< 
diverses  {luissaoces  de  x  dans  te  second  membre  doiv 
nuls.  Cela  fourail  les  é<]uatii>ns 


if,tm)  .-  I  ç»_,tm)«,(— M)., ——' ^,^(m}fti— m)- 

En  multipliant  entre  eux  les  développements  de  ( — ' 
lie  ( I     cl  en  op<^ranl  comme  ci-dessus,  on  a  la 


-4-  "  "^  '*y»-«(m)yi(m')+---. 

qu'il  est  aisé  de  généraliser. 

On  peut  trouver  d'aulresexpressionspourlesTonctioi 
quand  m  est  entier. 

Si  nous  posons 


vî) 


/(■^ 


i,iT--A)...{x~m)- 
nous  trouvons 

v4)  x/(j^H-i)=/(a;)(:r-m). 

Au  contraire,  si  nous  posons 

(5)  F(^)  =  ;r{ar  +  i)(x  +  3)...(;c-,-m-i 
nous  trouvons 

(6)  xF(,x^i)-F{xn^^m). 
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On  peut  écrire 
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^m     .     ^/w4-t 


/(j?)  =  .  

en  vertu  de  (4)  et  (5),  on  devra  avoir 

Z : H   -, r r  -^ .  .  .       =  ] r  -+"•..    ]\0C  —  m), 

^[^/n(^-4-l)"'-H6m-l(^H-  i)/n-l^_...] 

et,  en  identifiant, 


\(/n  H-  O  m  -^- 1 


a 


I.-2 


//i 


1 


<^//I+-l   —  ''l^/M+l> 


i)(m 


I  .2.3 


—  «m 


i)(/n-f-2) 


1.2 


û^//i+-l 


m  -4-  2 


^nt-hl  =  —  ff^Cl/n-k-i^ 


t( 


m  —  I).  m  —  r.  . 


I  .2 


/n 


1 


t(/w  —  I  )(/n  —  2) 


'm 


(m  —  i)(/n  —  2) 


i.Jt 


^m-^X 


m  —  2 


6/«-i-i  =  mbnt^i 


m- 


Si  l'on  change  m  en  —  m  dans  les  formules  (8)  on  voit,  en 
les  comparant  avec  (7),  que,  quel  que  soit  /, 

Or  les  quantités  am^i  sont  faciles  à  calculer  ;  en  effet 
1 .2.3. .  .m 


Xi  JT  —  i)(jr —  2). . .  (rr  —  m) 
1  m  r 


JT  —  m        i   X  —  (m  —  I) 
on  en  conclut 


m{m  —  i)  1 


1.2         X — (m — 1) 


•   •   • 


m\ 


x(jr  —  i; . ..  (J?  —  m) 


= m"» (m  —  i)'«  -H. .. 


;rpï  [ 


m  ,  .       , 

a;m-Hl  I    ^  ^ 


•1 


L.  —  Traité  d'Analyse,  III. 


28 


■  «t 
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« 

ou  bien 
donc 

4JIB0JI»«>I 

oii|  en  Terta  de  la  formide  (a), 

on  enfin 

par  conséqfuent, 

.      ^  (— iy<m— 0(m>-a)...(m  — OyiC-^m) 
*-^" 1.2.3... i' 

■ 

D'un  autre  c6té,  on  a 

(a?  "¥•  i)(jap  -*-  a) . . .  («  -M»)  =  «••  -i-/>i»*-*  -4-jPi**»"^  -H. . ., 

Pi  désignant  la  somme  des  produits  i  à  i  des  jft  ]»auers 

entiers^  on  a  donc 

y>,=  (_,)/(m-i)(m-2)...(/n-0Î^^^^^ 
et  la  quantité  pi  se  trouve  ainsi  interpolée  par  les  fonctions 

VII.  -  Développement  de  p.^^(_Lt£il'". 

On  a,  en  posant  i  4-  ^  =  «*,  J 

riog(n-ar)"l'»       /     ^     \"*  i 

L~^^ — J  =[^^^)  '  ^ 

demander  le  développement  de    -^^ — ^      suivant  les  pmV 
sances  croissantes  de  x,  c'est  demander  celui  de  (  — —  ) 
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^ant  les  puissances  de  é^  —  i  ;  d'où  l'on  pourra  conclure 
uite  le  développement  suivant  les  puissances  de  z.  Ceci 


>é,  on  a 


.  .  m  m(m  —  i)    . 

(  ï -T- x)'"  =  i -. x-\ ^^ j:*  -h ...  : 

^  ^  I  1.2 

is  on  a  aussi 

-:r)^  =  e'«*^<»-^'^  =  I -r-  ^  log(i  4-a:)-i-  ^  [log(i -ha7)]*-h. . ., 

en  conclut 

m  m{m  —  i)     .  m,      . 

I  H XH ^ ■  37*  -4-..  .=  IH log(l  -4-a?)-r 

1  i.a  I      ®^  ' 

l'on  développe  alors  le  premier  membre  de  cette  formule 
vant  les  puissances  de  m  et  si  Ton  égale  les  coefCcients  de 
,  on  trouve 


.1 


1.3... «  Li.2.3...*       1.2. . .(  * -i-i)       i.2...(i-ha)      J 


bien 

désignant  la  somme  des  produits  des  A*  premiers  nombres 

is  /  à  /. 

Il  est  à  remarquer  que,  si  la  fonction /(^)  est  telle  que  la 
irivée,  /^(^)  est  développable  sous  la  forme 

t,  B,  C,  ...  étant  indépendants  de/.  Ces  coefficients  seront 
irécisément  ceux  que  nous  venons  de  trouver  pour  le  déve- 
loppement de  1  og('-^^)  r .  pQuj.  s'en  convaincre,  il  suffit 
de  faire /(:r)  =  e*,  A;r  =  A  ;  on  a  alors 
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oa,  divisant  par  ^  et  faisant  e*  =  i  +  «, 


[!2Sl^>]"  =  A  +  B 


C.    Q.    F.    D. 


Ainsi  se  trouve  complétée  la  remarque  faite  tome  I,  p.  109 
La  méthode  précédente  suppose  1  entier  ;  si  i  est  quelconque 

I  ^gv'"^^)     eg(  encore  développable  quand  modâ;  <  i  ^1 
pour  trouver  son  développement,  on  partira  de  la  formule 

on  fera  ensuite  e^c=  1  4-  ^^  et  Ton  aura 

,      .,  ««  rioe(i  +  «l* 

En  faisant  alors  usage  de  la  formule  (i)  pour  développer  lei; 
puissances  entières  de     ^^' i>  on  obtiendra  le  développe^ 

ment  de     — 1  ;  on  aura  interpolé  par  ce  procédé  les 

fonctions  numériques  Pj.  On  trouve 

-il— ij  =,^.5cp,(-0-'5«|^-cp,(-0--?i(-0j 

Vin.  —  Théorème  d'Herschel. 


Proposons-nous  de  trouver  la  /i'^"®  dérivée  de  ç(^)-  Si  ' 
fait  e^z=  w,  on  a 


•"on 
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:t  il  est  facile  de  voir  qu'en  général  on  trouve 


cLr* 


=  ^\uf&*  —  atZ*\U  *e^*  —  ..•— a,s'v**W*»'. 


Pour  déterminer  les  coefGcients  constants  ci^,  (?3«  ...  «  ii^^ 

onferao(i/)=  w,  w*,  «', m*:  on  aura  alors  pour-    .  '^ 

les  valeurs  correspondantes  l'e',  a^e*-',  .  - .,  /i*<^',  ce  qui 
fournit  les  relations  suivantes,  après  la  suppression  du  facteur 
exponentiel  : 

2'»  =  a  -^  aaj, 

3'*=3  -h  a.3aj -f- i,a.3aj, 


/)-+-/>(7?  — i)ai-4-y>(/)  — !)(/>  — 2)crj  -f-. .  .-+-/>(/?  —  i). ..  <»/i. 


Si  l'on  pose  ap  = '^ —  »  on  a 

1    •  Jt  m  J  m    •    •      ff 

pn^p^PiElZn  6,+  ^/'- 'J'f-IZ^)  b,^...^  /H/>-.)... . , 
I  .  >  I  .  '2 .  3  I  .  3  .  3  .  .  .  />        ' 

la  comparaison  de  cette  formule  avec 

I  I  .a 

"Bontre  que 

AA'o'» 
'  '        I .  ji .  J . . .  /i 

On  a  donc  finalement 

A/'o'» 
\.'x.S, ,  .p  * 

Si  Ton  fait  x  =  o,  on  voit  que,  si  'f  (^^;  eftt  d/;veIoppttliliî 

suivant  les  puissances  croissantes  de  x,  le  coefficient  di?  x" 

sera 

I  r    ,,      Ao'«         -,     A'o"  ^,        A/'o"  I 

P:^--» M^^i) !-^<^ii  -^-.,  ,-f-':^/'0;  -♦-,,,  i; 

'•a.3.../lL-  I  '         '     X.'i,  '  î,'A»,»p  J 


Le  secoiid  memlMre  de  cette  fimade  tead  Y«» 

toutes  les  fois  que  m  ei4  entier.  Je  dis  qii^ii  c»  sent  voi^mii 

de  même.  ISja  effet  la  diffémoe  des  deox  intégrales  est 

m 


La  seconde  int^;rale  ajani  toajows  pour  limite  léro,  labne 
de  /(m,  m)  —  T{»)  se  rédoit  à 

"-x"[(-=r-H-* 

or  cette  quantité,  étani^nnlle  ponr  nne  taleor  entière  ée  9^ 
sera  évidemment  nulle  quand  on  rmiplaeera  0^^  par  f^i 
a  désignant  un  nombre  moindre  que  jp  ;  on  a  donc 

(a)  r(âr)  »  lim/(in,  «)»    poar   (ii»»«X 

On  considérera  donc  dorénavant  T{x)  comme  la  lisèt^ 
de/(ini  x)^  ainsi  que  l'a  fait  Gauss. 

Lemme.  —  L'expression  n h  j  +•  •  -H lûgw 

^^/t^f  vers  une  limite  finie  pour  m  =  oo  ;  on  appeOe  cette 
limite  la  constante  d^Euler. 

On  a  en  effet  identiquement 

log/w  =  log(m  —  i)-f-logf  iH — - j  : 

donc  (p.  28-) 

log/n=  log(m  —  i)- 


m  —  I        a(/H— i)*        3(/n  —  i)' 
log(/n  — 1)  =  log(m  —  2)  -« *- — •••' 


m  —  i       i{m  —  a)*        3(m  —  2)' 


•  > 


log.  =  log. +  --_  +  _-, 

en  ajoutant,  on  a 

(a)      log«  =  (^.+  -  +  5+...+  ^^-^j-^  +  ^-..., 
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)Osant 
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2*  3' 


I 


I 

{m  —  I  )* 


elons  52,  ^3,  ...  les  limites  de  s'^y  s^^  . . .  pour  m  =  oo; 
l  clair  que  la  série 

^1  —  ^2  ^a  —  '^.1        ^i  —  ^jj 

i  ~  .  .  • 

4 
i  termes  décroissants  et  que  sa  valeur  est  moindre  que 
—  s^);  on  peut  la  représenter  par  -  (^2  —  s^)^  et  la  for- 
3  (a)  devient  alors 


=  (  IH h. ..H )  — 

\         '2  m/ 


2        3        4  a  m 


si  l'on  fait  m  =:  oo,  ^2  —  s.^  tend  vers  zéro,  ainsi  que  —  >  et 
en  conclut 


m 


I         r  I         ,  *,         ^3        5v 

'*  ^  ^  "  2  3  4 


m 


3cond  membre  de  cette  formule  est  extrêmement  peu  con- 
ent  et  ne  saurait  servir  au  calcul  de  la  constante  d'Euler, 
il  nous  suffit  pour  le  moment  de  savoir  que  cette  constante 
;e.  Toutefois,  on  peut  rendre  cette  série  convergente  par  le 
édé  d'Euler,  que  nous  allons  exposer.  Legendre  a  donné 
Table  des  sommes  s  dans  ses  Exercices  de  Calcul  inté- 
(;  en  voici  un  extrait  :  on  les  calcule  par  la  formule  du  §  2. 


Si  - 

X 

59  —  1 ,  0020084 

^17  —  I  ,000.076 

5j_ 

f, 64 49341 

5,0  -  1,0009946 

5|8  —  I  ,0000088 

^3  = 

I ,2020569 

5,,  —  1,0004942 

5j9  —  1  ,0000019 

Si  = 

1 ,0828282 

5jj  -  -  I  ,0002461 

Sfo  ""  1 ,0000010 

Si  = 

1 ,0869278 

S 13         1 ,0001227 

Sti  —  i  ,oooooo5 

*6- 

i,oi73j3i 

*u  "~  *  ,0000612 

Siî  —  1 ,0000002 

Sl  = 

1,0083493 

5j5  —  1  ,oooo3o5 

*ll  —  1,0000001 

Si  = 

1 ,0040774 

5j6  r=  1  ,00001  52 

const.  d'£uler  =  0,5772167  =  C. 
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evAMTmi  s. 


éM 


dtfUBfo  à 


X.  —  SviM 

la 


Noos  allons  mamtenant  &ire  eannattre  la  formak  AlRkr 
dont  il  a  élé  question  tout  à  llienre. 
Soit  » 

u^f  Uiy  ...  déngnant  des  qoandtés  indépendantes  de  s^  âj 
Ton  remplace  d?  par -^  onpar^+j^-f-J^  -4-..*,e»tiw«| 


-f-    Ut 


c'est-à-dire 


—    Ut 


'•  •  •! 


/(â?)  S  ^Uf  —  jrlÀtt«  •^/^Â*»^  — ^À^ltt-4-, . . 


et,  en  remplaçante^  par  sa  valeur  -rr*' 

si  Ton  compare  cette  formule  à  (i)  et  si  l'on  fait  a:  =  i,  on  a 

(a)       Wo—  Wi4-  W|—  M3-4-. .  .=  J  Mo  — -J  Amo-4- 8  ^*"o  — •••• 

Nos  raisonnements  supposent  la  série  (1)  convergente  pour 
j?  =  I  ;  en  général,  le  second  membre  de  la  formule  (2)  est 
bien  plus  convergent  que  le  premier  (l'expérience  le  prouve). 
Voici  maintenant  une  forme  curieuse  que  l'on  peut  donner 
au  théorème  qui  se  trouve  compris  dans  la  formule  (^j- 
Cette  formule  peut  s'écrire 


ou  encore 


Mo  —  Ml  H-  Ml  —  Mj  -f- .  .  .  =  Mo  —  j  "l  "^  4  AMi  —  J  A'  M|  -+-. 
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>sons 

So—Uoy  Si=  Uq—  Ui,  5i  =  Uo  —  Ui -4- Mj, 

Si=  Uq—  Ui-^  Uf —  M3,  .... 

aisons  les  moyennes  M|  ^o,  M|  54 ,  M 1 52,  ...  des  deux  termes 
^nséculifs  de  la  suite  5o,  5|,  5^,  . . . ,  nous  aurons 

aisons  les  moyennes  M25oî  M251,  . . .  des  termes  consécutifs 
le  cette  nouvelle  suite,  nous  aurons 

Mj^o  =  Mo  —  j  "i -+-  4  ^"ij 

MfSi  =  uo — l  ui~^j^ui  —  \ ^Ufy        ..., 
»uis 

1  est  facile  de  calculer  l'erreur  commise  en  prenant  pour 
aleur  de  la  série  MnSo]  il  suffit  pour  cela  d'écrire  les  restes 

es  développements  de  ———  >  (  — •?!-  J   ,  . . . ,  quand  dans  (i), 

la  place  de  x,  on  met    _    ;  mais  dans  les  applications  de  la 

ormule  d'Euler  les  A"  W|  vont  le  plus  souvent  en  décroissant 
t  sont  positifs. 
On  arrive  ainsi  à  ce  résultat  paradoxal  que,  pour  calculer 

au  moyen  de  la  série  i  —  ^  +  r h...,  il  suffit  d'un 

Pès  petit  nombre  de  termes  pour  obtenir  une  grande  approxi- 
mation, parce  que  A"  Wi  tend  rapidement  vers  zéro.  Dix  termes 
onnent  tt  avec  sept  décimales. 

« 

XI.  —  Propriétés  de  la  fonction  r. 

Autrefois  on  déduisait  volontiers  les  propriétés  de  la  fonc- 
oh  r  de  la  formule 


^'0 


e-^z^dz; 
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innis,  cette  formule  ayant  l'inconvénieDt  d'être  illusoire 
les  valeurs  nt^galives  de  ir,  il  vatit  mieux  adopter  la  défie 
donnt^e  par  Gaiiss,  à  savoir  (p.  4^8) 

r(ïj  =  liin/(m,«-).        (m  =  =c). 
Si.  dans  cette  formule,  oiircmplacey(m,  x)parsavalcu 


(î) 


r(*)  =  lm 


t.i..i...i 


..(jr-f/nj 


I 


Théorème  I".  —  La  fonctton  r(z)  est  toujours  _ 
quand  x  est  fini  et  n'ext  pas  un  entier  nul  ou  négatif, 
est  d'ailleurs  monodrotnc  et  monogène. 

En  effet,  en  prenant  les  logarithmes  des  deux  membn 
1b  formule  (i),  ou  a 

i  '"B/Cm,  a-}  =  xlag/»  — logr  — log/i-^  ~) 
I  i\         1  \  >/ 


-,.,(,.^), 


ce  que  l'on  peut  (Jcrire  comme  il  suit,  eDsiipposunt  lemo 
de  ,r  moindre  que  l'uiiili!, 

log/vm -l-«)=  a;  logm  -  logx  - 1+ ^  -  ^ +. . . 


Si  l'on  pose  alors 


la  formule  précédente  donnera 

—  logi 


-  x^ %-x*-*- 
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En  observant  alors  que,  pour  m  =  oo,  le  premier  terme  du 
second  membre  de  cette  formule  n'est  autre  chose  que  la 
constante  d'Euler  multipliée  par  — x^  on  a,  en  passant  aux 
Umites, 

(5)    logr(a?)  =  —  Car  — logar-t-  -  s^x'^—  -  s^x^-^  -  Si,x^  —  ,,,, 

Il  o  4 

^2,  5s,  ...  désignant  les  valeurs  des  séries  convergentes  dans 
lesquelles  se  changent  5J*,  5J*,  . . .  pour  m  :^  00.  En  repassant 
des  logarithmes  aux  nombres,  il  vient 

„,       .  I       CX-J*|X«4-... 

^  X 

et  cette  formule  ayant  lieu  pour  toutes  les  valeurs  du  mo- 
dule de  X  inférieur  à  l'unité,  la  fonction  r(:r)  est  finie,  con- 
t.inae,  roonodrome  et  monogène  pour  toutes  les  valeurs  du 
oiodule  de  x  moindres  que  l'unité,  excepté  pour  j?  =  o. 

Pour  démontrer  la  même  proposition  relativement  aux 
antres  valeurs  de  x^  par  exemple  pour  un  module  de  x 
naoindre  que  2,  on  suivra  le  même  procédé,  c'est-à-dire  que 

dans  la  formule  (4)  on  ne  développera  plus  logMH — )> 

''^ais  log(  I  H —  j  et  les  logarithmes  suivants;  et  l'on  arrivera 
^^x  mêmes  conclusions,  etc. 

Théorème  II.  —  La  dérivée  -^, — :  a  pour  valeur,  en  vertu 

I(ar)      ^  ' 

^^  (5),       , 

V'ix)  ^        I  -, 

•=-, =  —  G  H ^  StX  —  S'iX^ -\- Si,X^ — 

r(j7)  X 

ThéorèueIII.  —  O/i  a  r(a:  4- i)  =  ^r(a:). 

Ce  dont  on  s'assure  en  calculant  par  la  formule  (3)  le  rap- 
port El^JlL). 

r(:r) 


Taiinlaa  TV. —On  a  r(*)r(i — «)  =s  ^ 


En  effittf  Ml  rempbçwit  «  p«r  i  — «  dans  lafimiale  (3^ 
m  la  mnkipliant  par  la  fonnnle  ainsi  obtcaae,  <m  a 


(-^7)-0*=) 


(._f)(._g...(._2)-- 


00 


•(-?)(- p) 


Si  Ton  ie  rappelle  le  développement  de  siax  en  prc 
dnit  (p.  3ao),  on  reconnaît  sans  peiné  qae  le  dénominateii 

dans  le  second  membre  est    "J"^;  on  a  donc 


si  l'on  fait  a?  =  -  >  on  trouve 

'A 


KO]"-  K0=^^- 

On  a,  par  suite,  en  vertu  de  la  propriété  T(x  4-1)  =  xV(j^ 

,■(!)  =  /;.     rQ-lA.     .-(O-T^A 

r(-i)— aA,      r(-?)-X^„ 

■■{-;)  =  r"j-i>'' 

Théorème  V.  —  On  a 
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En  effet,  le  carré  du  premier  membre  est 
2'esl-k-direj  en  vertu  du  théorème  IV, 


.     TZ     .     'ATZ  .      /  I   \ 

in—  sin —  • .  •  sin  I  i |  t 

n        n  \        n/ 


sin 
Dr  on  a 

MO  —  sin •  «sin ~  I  I 


n  n  n 


2  ^ —  I 


mais 

H-  a»"-*  -i- ...  -T-  a?  -I-  I  ; 


x  —  I 


pour  JT  =  I  cette  quantité  se  réduit  à  /i  et  l'on  a 

TT     .    •2  77         .    n  —  I  ,       .-■  -    n      ----- ^— v'-i  n 


«in-  sin sin •;:  =  (— i)*   — —  e 


n       i 


Le  carré  du  produit  cherché  est  donc  ~ >  et  le  produit 

n-i 

lui-môme  est  (21:)  ^   -— •  c.  q.  f.   i>. 

v//i 

Théorème  VI.  —  La  formule  suivante  est  donnée  par 
Le  rendre  dans  ses  Exercices  de  Calcul  intégral  : 

-.) ^ Hrn^ ^.^  =.—(..)- ^-:^. 

Pour  démontrer  la  formule  (i),  on  part  de  la  formule  de 

Gauss 

/(m,  x)  = 


m  !  m^ 


X{X  -i-J)  ,  .  .(X  -r-  m) 


44S  €BAf itms  X. 

et  Foii  a 

/{m,  af)f\m,  a? -+•  i j . . .f\m^ » -4- ^^^) 


(m!)»iii**i»  *' 


a?  fa?  H — )(*■* — j...fa?-4-m-4 j 

mn.  nm)  «  — ^ ^ : ;  ; 

'       '      nar(itjr-f-i)...(iijr-f-ifiji) 

divisant  ces  formules  membre  à  monbre,  il  Tient 

/(m.»/(m.>^l).../(m.>^-i^^) 

/(mu,  iw?)#i-*»« 

(iyt!)*m  »   n**»^* ^ 

(iia?-i-mA-M)...(iia?-hmn-hii  —  i)' 

si  alors  on  fait  m  =  oo,  on  trouve 

^    ^    y         n/  y.  ni  _^  y    (ml)*m  *   »*^-^  ^ 

r(n4?)n-««  "~  (mn)»-* 

Le  premier  membre  de  cette  formule  est  donc  indépendai 
de  a:;  on  peut  alors  révaluer  en  faisant  J?  =  i,  ce  qui  doni 
(théorème  111) 

r(/i)/i-'»  \/i/     \/i/  \     n 

ou,  d'après  ce  que  l'on  a  vu  (théorème  V), 


n-  1         1 


(271)  *    n  *; 
on  a  donc 


V{x)v(x^^...T\X'\-'^—-\  «    n-n^:y/i^ 


C.    Q.    F.    n. 
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La  formule  T(x)T(i  —  x)=  -. est  un  cas  particulier 

d^une  formule  plus  générale  et  que  nous  allons  faire  connaître. 
On  a 


/(m,  x)  = 


x{i-\-x){^'i  -\-  x){^  -k-  X) . , ,  {m  ->t- X  ) 

OU 

donc 


<-di-i)-(-i) 


%TZ  I .      ITZ 


Soit  a  =  cos h  si —  I  sin —  j  on  aura  a"  =  i  ;  en  rempla- 

çant  successivement  x  par  a:r,  a^o:,  ...  ^^~'^  x  dans  cette  for- 
mule, et  en  faisant  les  produits  des  résultats  obtenus,  on 
trouvera 

/(/w,  —x)f{m,  —ix),..f{m,  —7.'^-^x) 


^,«(_0«(i-^«)(i-5)...(i-^)' 
en  faisant  m  =  »,  on  a 

r(—  x)  r(—  xa?) . . .  r(—  ««-»  j7)  =  ""  ^ 


par  suite  : 


Théorème  VIL  —  On  a 


On  en  déduit  de  nouvelles  formules  par  la  différentiation 
logarithmique. 


L.  —  Traité  d'Analysef  III.  29 


HéM pH^i^h*  iillfilrfiiil, fBflmlc{S}, 


r(«-<~i)«>»r(ar) 

^^      iù»r(«+i>=iofr(«)-^i«»*: 

•  6»  logr(x-0=  -C*--^î«,««-i^*»-*-...; 

aiosi  Ix  foDclioo  logr(x  —  1 1  peut  éue  développée  en  ^ 
ordonnée  sairaot  les  puissances  de  x, 

DiSereotions  mainteaaDt  la  formule  (5',  nous  trouv^^ 

rfloar.xi  „       I  _,         _. 


en  difliêrentiant  eocore,  nous 


t,  —  it,x  -i-  3»ji'  — . , , 
'     ^   â>  "^    3î  "^   <ï 


3r>       3i'    .    3x«       3i' 


K^ 
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en  groupant  les  termes  d'une  même  colonne  verticale, 


dx^ 


x^       (^-r-i)*       (x-T-a)*        (jr-î-3)* 


3n  intègre  à  partir  de  j;  =  i,  on  a,  en  observant  que,  en 
u  de  (6),  la  dérivée  de  logr(i)  est  —  C, 


dx 


\  X]         \2  X-\-\l 


d\i>jY{T^ 
dx 

^      d*'\o^Y{x^ 
I  dx'^ 

I        ^Mogr(3:) 
1 . 2  dx^ 

I       d^\iy^Y{x) 


1.2.3 


--'  =  _  G  - 
I 

I 

__     I 

dx^        ~~   x^ 


x  —  I 


x  —  I 


1.0?  2(a7H-|) 

I 


{X 


(ar-r-l)»         (j?-4-a)* 

I 


I 


X  —  I 

3(X-T-2) 

I 

I 

(a; -+-3)5 


•  •  •  » 


. . . , 


(a7-hi)*      (a? -+-2)*      (a7-H3)* 


première  formule  est  plus  élégante  quand  on  y  remplace  x 
;r  -h  I  ;  alors  elle  devient 


\ 


d\o^Y{T  -^  I) 


dx 
=  -C-: 


Li.(j^-T-i; 


ij        2.(07-^2)    '    3.(a;-T-3) 


■•] 


es  formules  ne  sont  démontrées  que  pour  les  valeurs  de  x 
ndres  que  l'unité  ou  dont  le  module  est  moindre  que  un  ; 
5  la  formule 

r/Mo-r(j:)  I  I  I 


dx^ 


X*  (J7 -:-!)*  (J^-r-2)* 


on  les  déduit  peut  se  vérifier  pour  toutes  les  valeurs  de  x. 
flet,  si  Ton  ajoute  aux  deux  membres 


d^\ofrT(T-^i)  _  di\of^V(x)         I 
dx^  ~    '~~dx^ 


x- 


4&a  CBAriTBB  Jt. 

<fti<igr(jp-n)         t  I 


•  •> 


ce  qui  montre  (pie  Pon  peut  ajoater  rmiité  i  la  variablei  sans 
cpie  les  fiNnnnles  (7)  cessent  d'être  eiaetes.  Pour  étootdie  ces 
formules  au  cas  oùxa  nne  ^slenr  imaginaire  quelconque, 00 
peut  observer  que  les  deux  membres  sont  monodromes  et 
monogènes  et  qu*étant  égmx.  tout  le  long  de  Taxe  des  x,  ib 
doivent  être  toujours  égaux. 
Les  fom^ons  T  permettent  d'intorpoler  les  fonctions 


ainsi  Ton  a 

»s(«)=*l gp 1. 

...  I        rf*logr(3:-Hl) 

Les  mêmes  formules  ne  permettent  pas  d^interpoler  8|  (x  + 1  )  ' 
mais  on  peut  y  arriver  en  observant  que,  si  l'on  veut  avoir 
pour  0,  (x  4- 1)  une  fonction  continue,  on  aura 


e,(:r-i-i)-  e,(a?)=         - 


—  9 

X 


Si  l'on  suppose  0'(x>)  =  o,  on  pourra  écrire 

e'.(.-.,)_6'.(.^.)  =  -^^., 

0;(x-+-3)-e',(x  +  a>=-^ î__, 

(x-t-a)« 
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y  par  suite, 
1 


3DC 


désignant  une  constante,  si  Ton  fait  :r  =  2,  on  a 81(0:)  =  i , 

I,  en  vertu  de  (8), 

I  =  —  G  -h  5î  -4-  A-  ; 
>nc 

k  =  i  —  *i  -4-  G 
)  par  suite, 

0,(x)= ^- — -^-i-,-5,-+-G. 

Xni.  —  Décomposition  de  r(r)  en  facteurs  primaires. 
Reprenons  la  formule  (8)  du  paragraphe  précédent  : 

dx  LK^-+-0      a(a:-i-2)       i(a7-i-3)  J 

singeons-la  dans  la  suivante 

i\o<rT(x- 


dx 


\I  X-^lJ 

-\-[ ! —  )  -i-...-f-  ( î — )  H-...; 


intégrant  entre  les  limites  o  et  j?,  on  a 

îr(a?-hi)=  —  Gj7-}-[jr  —  log(^-T-i)]-i-    -—  logf  IH —  j  M-.. 


CHIPITHE    I, 


'"('- 


inndrome  et  moQogène  dan» 
loute  Péiendue  du  plan  et  le  jtoinl  à  rioGDÎ  e^t  un  point 

essentiel.  On  obtient  le  dévclonnemcnl  de  la  fonclion  =; 

aivant  les  puissances  de  x  en  observant  que 


L 


'[■-Kj-'-Î'"'-)*-] 


=^ 


„»t*»+=*i«»-f 


y 


XIT.  —  FonnnlM  de  Stirling  et  de  Qndennaim. 

Si  l'on  considère  l'expression 

(I)  f      \o%T{z)dz^u, 

OD  trouve 

^  =  logr(T  +  i)-logr(ar)  =  loga.; 

donc,  en  désignant  par  C  une  constante  à  déterminer, 

ou  bien 

(a)  u  =  xlogx  —  ar-i-  C. 
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>ur  déterminer  la  constanle  C,  nous  ferons  j?  =  o  :  nous 
iroDs  alors 

M=  I    \ogT(z)dz  =  C; 

langeant  ^  en  i  —  5,  il  viendra 

f  \ogT{i'-^z)dz  =  C 
y  en  ajoutant, 

f  \oQ[r{z)r(i  —  z)]dz  =  2C 

par  suite, 
2C  =    /    Joff-: dz  =  I    \ositdz —  /    loesinizzdz 


C  =  ^log7r  —  ^  /    lo^s'imtzdz, 

Jo 

Pour  évaluer  l'intégrale  qui  figure  dans  C,  nous  la  mettrons 
js  la  forme 

I  /,       .   TT      ,       .   aTc  ,       .   n  —  I     \ 

-  I  Io£:sin — h  loe  sin r-, .  ,-h  losr  sin ir  ) 

/i\°/i  ^        n  ^  ^        J 

(7C  I — -             ir  I —              n— I     I —             n—\      , —  \ 
e'       — e    «               c  "           — «     "1 
,—^ •  •  •  : J 
2/-I                                    2/-I  / 

is,  en  général  \x  —  e      "    J . .  .\x  —  c     "  /est  égal 

-3— >  et  pour  0?  =  I  cette  expression  devient  égale  à  n, 
tre  intégrale  peut  donc  s'écrire 


,.     I  ,        ne* 

lira-  lOff ; — : 


an-l(_,) 


1 


CHAPITRE   X. 


gre'*  =  (  —  l)*;  i'  «»'e  dooc  à  trouver  la  limiie  de  -  lojf-yq 
'Oa  de  •- logM  —  -log>"~*  :1e  premier  terme  est  nul,  le  se 
peat  t*<criK  —  ^~  logif  m  Hb^  ^  —  loga,  et  p«r  railt 
la  fiMranle  (3)  donne 

h  tatmata  (s)  dsneatalon 

(4)  y^iofr(»)db-»toe»-*+i»<»n«; 

c*est  Bue  fonmle  «eMliquable  tm  dle-aïAaM  et  que  nou 
alkuu  vtUiser. 

Dans  h  fwmnie  d'Enler  (p.  4ao)  focnons  «=:i,  die  1 
devient 

J  t/(*)+/C->l-/ /«><«-*- A*L/'(*>-/'(-)]*'+- . .- 

Soient  b^a-i-i,  A  =  i  et/{x)  =  \ogT{x);  nous  aurons 

=y     iot:r(:)(r;  +  A,|^^ioer{i)-^iogr(a)J+... 

ou,  en  vertu  de  (4)  et  en  remplaçant  r(a  + i)  par  ar(a) 

logr(a)  +  -  loga  =  a  loga  —  a  +  -  logaw  h i  h j  -t- . . . 

ou  bien 

logr(a)=  (a lloga  — a+  -logiiîH -t i  -1-..,; 

telle  est  la  formule  de  Stirling,  qui  doit  être  comptélée  par  un 
reste  dont  l'expression  a  été  donnée  (p.  i^i).  En  observant 
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que  A  =  —  et  en  écrivant  le  reste  après  ce  terme,  on  voit  que 

ce  reste  est  moindre  que  —  -  -  en  valeur  absolue  ;  sî  a  est  grand 

on  peut  évidemment  le  représenter  par et  e  sera  moindre 

que  un  :  on  a  donc 

logr(a)  =  (a  — Mloga  — a-t-  ^logaTTH-  ^-^' 

Si  a  =  loo,  Terreur  commise  en  négligeant  le  dernier  terme 

sera  moindre  que-; —  ;  par  suite  presque  négligeable,  surtout 

si  Ton  observe  que  F  (a)  est  égal  à  i  .2.3. .  .99,  on  tire  de 
la  formule  de  Stirling 

1  1-e 

r(a)  =  a      *e-«  /iïc  e  »"  ; 

il  en  résulte  cette  formule 


r(a)  .'-' 


a 
et,  pour  a  =  00, 


=  c"« 


a  —  /  — 


En  partant  de  là,  on  peut,  comme  Ta  fait  voir  Serret,  démon- 
trer une  formule  analogue  à  celle  de  Stirling,  mais  conver- 
gente, due  à  Gudermann. 
Pour  a  entier,  on  a 


1 

a  — -  , 

lim =  I 

1 .2.3. . .  (a  —  1) 


et,  en  multipliant  en  haut  et  en  bas  par  a, 

lim — ^-— =  I. 

I  .2.0.4*  •  •  CL 

Désignons  par  <p (a)  la  quantité 

©(a)= ^— ou         o(a)= — -^^ ; 

*^    ^         1.2.3... a  '^    ^  r(a-Hi) 


■I  l»iMwlii     I   I     .=. 


«1.  p.vKr  m  =.^, 


i.iç:    - 


=  _JLV_ 


if iMi  foo  lirr  U  fof^nk  de  G«JeiMi»ii 

_àV_^ ^— ..- 
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XV.  —  Formes  diyerses  de  la  fonction  r. 


nsidérons  Tintégrale 


/     e-^'  dz  ; 


1^ 
n  V  fait  z^  ^^7.  ou  5  =  a-^,  on  a 


di    ^ 
dz  -=  —  a 

X 


l'on  a 

formule  permet  de  calculer  la  valeur  d'une  intégrale 
ie  que  nous  avons  déjà  rencontrée.  Faisons  en  effet 
2;  nous  aurons 

ins  la  formule 

r(ar)=    \      e--z^-^djs, 

ît  —  z-=  loga,  on  a 


71. 


az  = 

a 


r(x)  = /'(logi)'"'^». 


Sfi»  CIAPITKI    X. 

CcUe  Coraw  ■  iti  soarcnt  employée  par  Lercniirc. 

■On  a 


si  U  partie  inlégrit  —  dispandssait,  on  «oiaît 


la  fonction  F,  joainùt  des  propriétés  de  la  fonctioâ  T  ;  | 
qn'il  en  soït  aia$i,  il  snfSt  que  l'origine  du  contour  d'ÎDté 
tion  soit  à  l'iafiDÏ  dans  la  direction  des  x  négatifs. 

Prenons  alors  pour  contour  d'intégration  :  i'  l'axe  di 
négatifs  depuis  le  point  — oo  jusqu'au  point  —  e  infiuin 
voisin  de  l'origine;  a°  an  cercle  de  rayon  EdëduildeTori^ 
comme  centre  ;  3°  l'axe  des  x  négatifs  depuis  —  £  jusqu'à  - 
nous  aurons,  aa  lieu  de  (i), 

la  seconde  intégrale  est  prise  le  long  du  cercle  de  rajoi 
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elle  est  nulle  si  l'on  suppose  o  <^  /i<;  i  ;  la  dernière  a  été  mul- 
tipliée par  e"^"'^^"'*,  parce  que,  z  effectuant  une  révolution 
dans   le  sens  positif  autour  de  Torigine,  z'^  est  multiplié 

par  e^^^v'"*.  Supposons  o<[/i<Cï7  la  formule  précédente 
devient 

aie  / —  I         r    e^dz 


(i--.c-«»iï'^) 


ou,  changeant  z  en  —  2, 


ait 
T 


l(/l)        ..'0         '*'* 


ou,  divisant  par  27t  y/ —  i , 


\{n)      1 


e-^dz  sinnit 


:/i 


1t 


c'est-à-dire 


Or  on  a  (p.  446) 


=  r(i  — /i) 


ri(/i) 


11 


I  sin/iTC 

:r(l  — /l) 


r(/i) 


7C 


donc  ri(/i)=r(/i)  quand  n  est  compris  entre  o  et  i.  Mais 
la  formule  (2)  donne 

ri(n-+-i)= /ir,(/i)  =  iir(/i)  : 

donc  ri(/i-+-i)  est  égal  à  r(/i-+-i),  V^{n-{-i)  est  égal  à 
r(n  +2),  ...  ;  donc  enfin  Vx{n)  =  r(/i),  quel  que  soit  /i, 
et  par  suite  on  a 

= /  z~^e^dz. 

r(^)       2ir/=rïJ 

l'intégrale  étant  prise  le  long  du  contour  défini   comme 
noos  Favons  fait  plus  haut,  ou  de  tout  autre  contour  équiva- 
lent. Ce  résultat  a  été  obtenu  par  M.  Heine. 
On  a 


n 


e'^z'-^dz; 


4fe 

aa*nnt>  s. 

om  «a  àtâiii,  en  êmtmAmt, 

(3) 

rw-jf-^. 

i^bc*^: 

orona 

î-r- 

log«  =/'{*-* 

-*--)*; 

(3)  devient  alon 

r(ar> 

-f.T'-"^'^^- 

•--)** 

=rT(-r— 

-.^_P 

oa  bien 

<if   r(«) 

) 


Celte  formule  prend  une  forme  plus  âéganlei  en  efmsidénnt 

l'intégrale  qui  y  entre  comme  la  limite  de 


r^e-'df       r* </r 

pour  II  :=  3D  ;  et  la  seconde  intégrale,  en  changeant  i  — /'  en 
e',  devient 

on  peut  donc  écrire 

L'intégrale  singulière  qui  figure  dans  cette  formule  est  nulle  : 
donc 


K^,'      1     V  t         i  —  e-'J 
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En  intégrant  par  rapport  à  x  depuis  j;  =  i ,  on  a 


^63 


XVI.  —  Discnssioii  de  la  conrbe  y  —  \:{x). 

Pour  jr  =  o,  —  1 ,  —  2,  . . . ,  r(x)  est  infini  ;  pour  ^  =  i , 
4?=  a,  3,  .  .  . ,  r(j;)  est  égal  à  i ,  2,  1.2,  1 .2.3,  ...  ;  on  a 

à\o%Y{x-^y)  _  \ I î  .  '  1 

En  annulant  le  premier  membre  de  cette  équation,  on  aura 
une  équation  transcendante  pour  calculer  les  maxima  et  les 
minima  de  la  fonction  Y{x  -h  1);  cette  équation  sera 

C  _      I  _  I  I 

X         ar-+-l  2(Jl--r-2)         3(x-r-3) 

Oy  a  évidemment  un  minimum  entre  o  et  -f-x;  car,  pour  ^  =  0 
coDoune  pour  j;=qc,  r(x)  est  infini;  je  dis  qu'il  n'y  en  a 


Fi  g.  24. 


1; 


/ 


v.x 


3 


12 


\l 


o 


,^\i 


2 


3 


qu'un  seul;  en  efiet  — ^W       ^^t  toujours  positif.  Or,  pour 

X  =  I  et  a;  =  2,  r(j;)  prend  des  valeurs  égales  à  un  :  le  mi- 
nimum de  r(^),  pour  des  valeurs  positives  de  x^  est  donc 
compris  entre  i  et  2^  on  trouve  pour  ce  minimum 

X  ^=  \  ,46i632i ...  : 
r(x  I  =  o,8856o32. . ., 

réquationT*(a:  -f-  1)  =  xXi^x')  permet  de  construire  la  courbe 
Y  =  r(:r)  pour  des  valeurs  négatives  de  x^  courbe  qui  a  à  peu 
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piès  la  forme  de  l^fig*  %i»  le  dit  à  peu  pvèt|  pnee  que  ks  ] 
distances  relatÎTes  des  diTenes  branches  à  l*aia  diee  x  n*<Hit^^ 
pas  pa  être  conservées. 

XFn.  —  Analoaie  daa  Mdisanaaa  lA  dsa  isfllsiEidlÉB. 


r 


Kramp  et  Arbogast  ont  donné  le  nom  de  fiMùHeUm  ans  ; 
produits  de  facteurs  en  progression  arithmétiqne»  telaqae      \ 

a(aH-rK«n-ar).,.(«-f-Jt  — i.r);  j 

i 

ils.  désignent  ce  produit  par  la  notation  j 

0  est  dair  que  Ton  a 

* 
et  les  factorielles  se  trouvent  interpolées  par  les  foneUona  F.  \ 

Vandermonde  a  donné  une  formule  analogue  i  celle  du  bi- 
nôme ;  la  voici  : 

elle  est  facile  à  vérifier  si  n  est  entier,  et  elle  revient  à  la 
suivante  : 


I  .'1 


►  -5'  ï 


La  manière  IL*  prcs-  fLJL^u*    ie   À^a^iMitnnr  U  formule  do 
Vaodennowle  cvMks^Sif  â  ±±z:na.:5aT  x  lob  de  <uile  ridenlîu^ 

la  formule  de  LeîLAÎtz  do<u3f 

(a-r-6ii.a  —  b  —  1 il  —  i-  —  « — î 

=z  a^a  —  I a  —  m  —  : a  a  —  i  —  a  —  n  -^  1)0  — ...» 


et  en  changeant  a  en et  6  en  —     «  on  a  la  formule  de 

Vandermonde. 

On  peut  généraliser  cette  formule  en  diflerentianl  n  fois 
de  suite  Tidentité 

on  a  alors 


(a  +  6-r...;.^  =  2^,":^a"^ 


6? /'•cY /'•.... 


.  "  I 


XVm.  —  Déreloppement  de  — -^—^  ^^  lactorieUei. 


Reprenons  la  formule  d'interpolation  de  Newton 


/(X)=/(x)H-^^-r 

Posons  h  =  1  et/(x)  = 


I  .  •! .  3  .  .  .  (  /l  -1-  I  ) 


dx 


9  on  aura 


d\ogT(x-^i)       d\oç^r(x)  _  I 

d{x-¥-i)  dx         ~    ^  "^  x^ 


A'/  = 


I 


I 


I 


X  -\-\  X 

—  I 


I 


I  .'X 


/«^'(Ç)- 


i^X -^r  i){x -v 'X)         x{X'\-\)  XiX    S    I )( X  ■  \    7; 

r .  2  1 .  u 

(X-i-l)(X-h  2){  X -h'i)  X(X    ♦     Î)(X    ♦    'JL) 

—  I .a. 3 

X{X  -r-  1){X  -^  'À)l  X    1     i) 


L.  —  Traité  d*Anaty%e,  \\\. 


;o 
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il  en  résulte 
rflogr(X) _  rf!ogr(g)  ^  X  — jp _  (X->JP)(X— jy— 1) 

Quant  au  reste,  il  tend  vers  *éro  1  car  ladérîvéen**^  de  — ^ 

est  de  la  forme  ^  ^  1  quand  X  —  x  est  moindre  qiie  x;  « 
l'on  fait  X — â:  =  ay  X  =  â;  +  a,  on  a 

d\ogr(x-ha)     dlogT(»y_  a      a(a  -^  i)        a{a — i)(g-^a) 

dx  dx       ^  »      ajp(â?-hi)      3jr(ar-f-i)(ar-f-îi)'"* 

en  divisant  par  a  et  en  &isantar=:  o,  0  v&mt 

<ft  logr(ap>  _  I  i jMi 

S*  a?      aa?(»  -h  i)       %m{jB  -+-  r)(4r  -»-  a) 


'•  •  •  « 


XDL  —  Galeiil  de  la  coBSlaita  dialar. 

Nous  avons  indiqué  plus  haut  le  mojen  de.  calealer  la  con<* 
stante  d'Euler;  mais,  comme  cette  constante  joue  dans  la 

théorie  des  fonctions  F  un  rôle  analogue  à  celui  que  la  con- 
stante tt  joue  dans  la  théorie  des  fonctions  circulaires,  il  ne 
sera  pas  mauvais  d'indiquer  plusieurs  méthodes  pour  le  calcul 
de  cette  constante. 

Première  méthode,  —  En  intégrant  la  formule  qui  donne 

d\ozY{x\ 

-, >  on  a 

dx 

logr(jr)-  —  Ga7-h[j7  — log(i-+-JF)]H-     f  — '<^g('-+-  ~)  I  -^••.• 

en  faisant  :r  ^=  i ,  on  a 

or^_G      (I  — log2;-^  Q  _log-JH-..., 

d'où  l'on  tire 

C  =  (,-loga:.-^(i-log|)  +  (i-log|)+.... 
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Deuxième  méthode,  —  On  peut  partir  de  la  formule 


logr(a7)  — 


\ogx  —  Cx-^Sî 53  — 

•À  3 


en  changeant  ;r  en  1  —  Xy  on  a 

logr(i  — a?)=r  —  logd  -  -  x)  —  C{i  —  x)-^si 
en  ajoutant,  il  vient 


(l  —  ar)* 


'2 


St 


logr(i  — a?)r(a7)=  —  logar(i  — JT)  — G-h  -^  [x^--^  {i  —  x)^] 
oa  bien 


log-: =  —  loeari  I  —  x)    -  C  h — -  \x^  —  (i  —  ^)*1  — . . .; 


en  faisant  x=  -9  on  sl 

2 


C  =  2  log2  -  logi:  -+-  ^  -  -  '3 


Sn     I  .Vi      f  .fi      I 


4  2» 


Troisième  méthode.  —  Reprenons  la  formule 

logr(i  -f-  a:)  =  —  Qx  ~^-  Si *3  -«-  -i-. . . 


on  a 


o  r=  —  lo":(i  -f-a^)-l-  r  — h  •  - 

2  > 


et,  en  ajoutant, 

iogr(i-T-^).= 
<0 


log(l  -^  :r')-h(l  —  C)x 


.r' 


y.T 


1  6 


•   •       < 


série  déjà  plus  convergente  ;  mais  on  a 

xV(x)  =  Tii-^x)        et         r(x)r(i  — a:)=    .---   * 


par  saite 


r(i  — x}r(i~x;  = 


T,.r 


^XWT.X 
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■  •  ■    * 

donc    ; 

1 

■ 

(a)          logr(i— *)+ 

lagr(i  -4-  »)  = 

t  log«#  - 

-logMa««. 

Or  âe*(i)  oo  tire 

en  retrancliant  de  (i)  on  a 

iogr(i  +«)^iogr(i  — *)«iog|^  -4-51(1  -C)«H-a(i— j^)  y  -H,., 

et|  en  éUminant  r(t  —  x)  au  moyen  de  (2), 

logr(i  +  9)  ss  -  logicdr logtûi«#  H-  -*  log  *"■ 

H-(i  — C)4?-*.{i-*t)yH-(i— n)y-»-...; 

* 

on  lire  de  là  C.  en  faisant  j;  =  1 ,  et  mieux  en  faisant  «  = 

'  '  a. 

et  en  se  rappelant  que  T^- j  =  \/fc;  ona  alors 

ilogic  =  ilogî  +  ilog3-.i(i--C)-(t-«i)j^— ... 

ou  bien 

o  = loc  2  -f-  -  log  3 (i  —  C)  — ... 

ou 

.-c  =  log- -(n-i)  5^, +(*.-!)  5;^, -*-.... 


série  très  convergente. 

Quatrième  méthode.   —  On  a 


«       '  ±\ 


V  2        3  mjm^m 

Nous  allons  prouver  que  le  second  membre  a  une  limite  et 
que  C  existe,  ce  qui  n'était  peut-être  pas  assez  rigoureuse- 
ment établi  jusqu'ici.  On  a 
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donc 


(a) 


I  I         /•* 


^-  ctF(i  — e-"»'). 


Intégrons  (i)  depuis  i  jusqu^à  m  :  nous  aurons 


on  en  conclut 


T 


—mx 


dx\ 


1 
m 


logm  —  I  — 

^'û      L  \      ^        i  —  e-^J  '     X         1  — e-^J 


dx. 


Il  faut  maintenant  faire  m  =  oo  ;  on  a  alors 

ou 

C=   r  e-'( ' -W. 

J^  \\  —  e-'       x) 

La  formule  d'Euler  (p.  4i8)  fait  connaître  la  constante 
d'Euler,  et,  en  effet,  en  faisant  dans  cette  formule 


on  a 


1  I  I 

2  2  3 

.rn-Hl 


m       2(/n-i-i) 

_  r'^^'dx         r    1^      i] 


c'est-à-dire 


IH h,  -h-  •  -H log(m-i-i) 

2       3  m-r-i  " 

=   -  H ; 'r-\ :=      A 

2        2(/n-+-i)       Li        (^m-f-i)'J 
-+- :; r    Aji  .2.3  -4- 


Si,  dans  celle  formole,  on  remplace  m  + 1  par  m,  on  uoiiTe 


H h.. .H loem 


•■>  i   =-î(-i)*;»-(-i)*î»'(-==) 

ely  biea  que  le  second  membre  ne  soit  pas  convergent,  <{aand 
on  fait  m  =  aoy  on  o)>ûent  la  constanle  d^Euler  avec  une  cer- 
laine  approximation  ijue  Tétude  du  reste  pent  iaire  connattre. 
Si,  par  exemple,  on  s'arrête  au  larme  en  B4,  le  reste  sora 

moindre  ijue  le  terme  snivant  ou  <{ue.g-p  ^=^  zez*  Q^^^  qu'il 
en  soit,  la  formule  précédenle  peut  permettre  de  calculer  avec 

une  grande  rapidité  la  somme  14-     +  ^  +  *  •  *  -i quandm 

est  un  grand  nombre.  Il  suffit  pour  cela  de  calcmler  directe- 
ment, par  exemple,  i  +     +  î  -h.  •  .4 et  de  retrancher  de 

la  formule  (1)  celle  que  Ton  obtient  en  y  faisant  m  =  to  ;  on  a 

I  t         t  1       ,     m 

1-         _j — -      -  _    H log  — 

II  l'i        \\  m  ^10 

•Â\m         10/        u        \  10*        //i*/ 

formule  très  convergente,  au  moins  dans  ses  premiers  termes, 
car  elle  finira  toujours  par  diverger.  Mais,  quand  on  tient 
compte  du  reste,  on  voit  d'abord  qu'il  est  très  petit  et  l'on 
peut  faire  usage  de  la  formule  d'Euler  comme  si  elle  était  con- 
vergente, ce  qui  est  assez  remarquable. 

• 

XX.  —  Intégration  par  les  fonctions  r. 

.  « 
r*  L'intégrale    /     e~^  dx  se  ramène  aux  fonctions  F  en 

posant  x^  ^=^  z^  X  --  z"  et  dx  =     z'*     dz;  on  a  alors 


■A 

J 

I 

\ 
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:***  Les  intégrales  de  la  forme 


^(PtfJ)~~  f    jrP-^(i  —  xyi-^dx, 


étudiées  par  Binct  surtout,  et  d'abord  par  Eulcr  et  Legcndrc, 
se  ramènent  aux  fonctions  F  comme  il  suit  : 


\(p)       f 


multiplions  membre  à   membre   ces  deux   intégrales,  nous 
aurons 


0      •  0 


posons  x'=  tx^  dx'  -2  xdt^  nous  trouverons 


V{p)T{q)-    f      f     e-^'^^'xP-^l-^n-Wixdf 
OU 

*  fi-^di 


T{p)T(q)  =  J     I'    e-"i^''TP*v-'(i-^t)i-+'iid[(i-ht}x]-'y^~^ 


OU,  en  intégrant  par  rapport  à  x, 


np)r{^/^  .f'v(p-ç,-Ji;l- 


OU 

Or,  si  l'on  fait 

z  .  dz  f  I 

/    = 7  dt    —        -  -—.y  -     -        -     =     5,  1    -+-    /  1 

1— ^  {l  —  Z)^  l-h  t  \  —  Z 

OD  a 

/•«      fff-l  /.l 

/ dt  —    I     z'f-Ui  —  z)P   Uiz~ïi(p,n)\ 


4?*  r^ffU»-.        CH»PITRI    %. 

n  en  refaite  qna  -^-.^.»a 

On  a  donc 

L'intégrale  B{/),  y)  est  connue  sous  le  nom  d'intégrale  ^ 
eulérienne  de  première  espèce;  la  fonction  F  était,  d'après  i 
Legendre,  l'intégrale  de  seconde  e^tiee.       ,''*^^r- 

3°  Considérons  l'intégrale 

ponnt  %m.x  =yt  on  « 
M 

fuMDt^  =  jB,  iydy  =  dx,  il  vient 

OU 

4°  L'intégrale   /     ^ — —  dx  peut  s'obtenir  au  moyen  des 
fonctions  F,  lorsque  n  est  compris  entre  i  et  a.  On  a  en  elTet 

et,  en  changeant  x  en  (x, 
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d*où  Ton  tire 

Cl,  par  suite,  en  intégrant  de  :r  r^  o  à  a;  r-r  x>,  après  avoir 
omltiplié  par  sinbx^ 

F      dx  =     - —  /        /      e-'^  sin  bxt^-^dxdt. 

0         ^"  l('*)Jo     Jo 


Mais  on  a 


donc 


a'mbxe-f'^dx  =:  -       r^j 


f. 


sinbx 


posant^ 


8,  il  vient, 


.( 


9.\iibT   .  b^-^ 


a?/» 


dx  = 


2r( 


rfô 


ou,  en  vertu  de  la  formule  de  la  page  â56, 


/ 


dx  = 


a?» 


•Jil  (/i)    .     ni: 
sin  — 
•2 


La  même  méthode  permet  d'évaluer  l'intégrale 


i 


—   —  dXy 


quand  n  est  compris  entre  o  et  i .  D'ailleurs,  si  l'on  diffé- 
rentîe  dans  cette  hypothèse  la  formule  précédente  par  rapport 
à  6,  on  trouve 


/ 


co9>bx    ,         (n  —  \)b^-^       T. 
■-  dx  = 


'il  (n)  .    nr^ 

'À 


et,  changeant  n  en  /i  +  i ,  puis  observant  que 


T{n-hi)=  nT{n)j 
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il  vient 


jf 


CBAMTRB  K. 


ar(it) 


eot« 


bien  entenda,  il  finit  sapposer  n  compris  ealie  aéro  €fc| 
l'anilé,  sans  quoi,  da  reste,  le  premier  membrà  de  pf^^l 
équation  aurait  une  valeur  indéterminée. 

5*  Nous  riions  montrer  maintenant  comment,  en  combi- 
nant la  métbode  de  Gaucbj  avec  la  tbéorie  des  intégraksr^ 
eulériennes,  on  peut  trouver  la  valeur  de  qudqnes  inf 
définies. 

Considérons  Tintégrale 


/ 


tU 


m 

où  a  et  p  sont  positifs  et  où  a  et  6  sont  positifr  ^galemenl^j 

mais  où  Ton  suppose  a  <  i  •  Décrivons  autour  du  point  «  ^ — i 
un  petit  cercle  mnpn\  puis  intégrons  le  long  du  contour 

Pig.  35. 

y 
P 

m 


o 


y 


x'omnpy,  ai  fX y  étant  censés  à  l'infini,  nous  aurons  poar 
résultat  zéro  ;  donc 


(!) 


/•" dx 


J-A 


v'-ir(x-Hp»/-.)' 


J.    a -«ru 


/- 


(y  ^  ^iy  y/zr,' ^-i 


=  o, 


I    (a)  ;  •/.    a- -^/'U' -.?)%_«%-•" 


La  valeur  de  y  —  i    est  restée  la  même  ;  mais,  si  nous  vouions 

que  la  valeur  de[x  —  a  y    - 1  j**  soit  la  même  pour  j*  -  -  o  dans 
les  deux  formules  (i,,  (2),  il  ne  faudra  pas  adopter  les  mêmes 

valeurs  de  y- —  i**  ;  de  o  en  m,  cette  valeur  doit  être  la  même, 
mais,  à  partir  du  point  p.  Tune  d'elles  étant  i>,  Tautre  sera 

ve***^'  *,  de  sorte  que,  si  l'on  ajoute  les  formules  (i)  et  (2), 
on  aura 
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y — i^    et  y  —  I     désignant  deux  valeurs  quelconques    des 

expressions cos a  (  -  -^-  sât  )  riz  y  -    i  sina  (  -  -i-  2Â7:  j 

Intégrons  ensuite  le  long  du  contour  infini  dans  les  deux 
sens  y pn'mox^  nous  aurons 


(/ 


dy  v^— I 


Jr* dj- 


—  o. 


/: 


d.r 


(a:  — av/-i)«(j.-+-fJv/_,/' 


(1  — e-«?c«^-i)v/- -i    r*  dy  _ 

ce  qui  peut  s'écrire 

r^* dx 

sina'H     r*  dy  _ 

On  peut  supposer  que  la  valeur  de  y    -  l '^  adoptée  soit 


e« 


alors 

dx 


f 


=  2  sin  a 7:   I      *^ —  ^ ^^  7  ; 
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posant  y  —  ol^^^x  dans  le  deuxième  membre,  on  a 


Li 


dx 


(3)  ;._•     ,aL-^xs/-^^Y{^^xs^=~lf 


r*         dx 

=  2Sinait  /      — — 


^r 


et  cette  formule  est  vraie,  même  pour  a  I>  i,  comme  on  peut 
s'en  assurer  en  différentiant  par  rapport  à  a.  Or  on  a 

portant  cette  valeur  dans  (3)  et  observant  que  —, est  égal 

à  r(a)r(i  —  a). 


/ 


-t-  « 


dx 


b 


o^   /     t  .,  r(a-i-é  — i) 


Au  contraire  il  est  évident  que 

dx 


f 


dx 


=  o, 


ax 

(  a  _  .ri/—  1  r  (  3  —  :r  i/'—  I  r 


r 


(a_.r/_,)''(fi_x/-l) 

de  ces  trois  dernières  formules  on  tire 


dx 

I    «^    —  or  * 


«^    —  ot 


F^a  valeur  de  lo  étant  symétrique  en  a,  ^  et  a,  6,  on  peut 


/ÎH- 
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changer  a  en  6,  6  en  a,  a  en  ^  et  ^  en  a;  en  supposant  alors 
fr  <;  1 ,  on  a,  au  lieu  de  la  dernière  formule, 


f 


dx 


—  [0  ^  T  y/- .  )-*-^0  -  :r  »/:rT)-*]  =  co; 


►'_«     (a  — a?/— i) 
de  cette  formule  et  de  (4)  on  tire 

J'*"[(p-X>/-i)-*+(?-4-XV-^)-*] 

X  [(a  —  X  ^—  i)~^  -^{i-r-x  >j — i)~*]dj?  =  2(o; 
faisons  a  =  i ,  ^  ^=  i ,  x  =  tangcp,  et  nous  aurons 


y        [(i  — tangtpv/— i)  ^-i-(i-htangcpv^— i)  *] 
X  [(i  —  Ung©  /—  I  )   '* -f- (i  -H  tangcp  /—  i  )  "*] 


do 

COS*çp 


=  *>.  to 


ou 


(5) 


ir 


i        cos'»-*"*-*<pcos6<p  cosaçp  rfcp  =  - 


on  trouve  d'une  façon  toute  semblable 


(6; 


/ 


"s 


1t 


cos^-*"*-*«psin6o  sina^  do 


(0 


les  formules  (5)  et  (6)  ajoutées  donnent 


"s 


/cos^^*-  *o  cos(6  —  a)^  d^  =  to. 


t 


Posant  a-^  b  —  ^4==/?,  b  —  a  -  -  q,  on 


1 


COSPCP  COS^Cp  é/<p  =  W  =  T'I-/* 


r(/>  +  i) 


1t 


p(/'_rv^,)r(£--i.,) 


47$  GIAMTAB  X. 

OU  encore 


cos^^co§y^«^  =  «a-^-* -* 


r(£^^.)r(£=I^.) 


&*  Je  suppose  qu'il  s'agisse  d'obt^iir  Tint^^nle 


/ 


ou 

ùmbxdMf 


s: 


le  signe  de  a  étant  mis  en  évidence;  il  est  clair  que  les  deux 
intégrales  s'obtiendront  à  la  fois  si  l'on  peut  calculer 


/ 


j-iM  ^— ««-i-teiCî|£jp^ 


Cette  intégrale  est  prise  le  long  de  l'axe  des  jr  ;  si,  dans  l'angle 

des  coordonnées  positives,  on  mène  une  droite  quelconque, 

on  pourra  intégrer  le  long  de  cette  droite;  car,  si  l'on  ferme 
le  contour  formé  de  cette  droite  et  de  Taxe  des  x  par  un  arc 
de  cercle  de  rayon  infini,  le  secteur  ainsi  formé  ne  contiendra 

pas  d'infini  de  x^e'^^^^^~^  et  l'intégrale  prise  le  long  de  l'arc 
est  nulle.  Soit  donc 

X  — r(ros6-    /      i  sinO),         cLr  —  dr  e^^-*, 
—  a  -h  b  yj —  I  =  p(coso  -i-  ^ —  i  sino). 

Nous  intégrerons  alors  le  long  de  la  droite  faisant  Fangle  6 
avec  Taxe  des  x^  et  nous  trouverons 

•    0  •-    0 

l'angle  '^  est  situé  dans  le  troisième  ou  le  quatrième  quadrant, 
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I     puisque  son  cosinus  est  négatif.  Prenons  0  -f-  ?  --  *"  t:,  nous 


aurons 


•  0 

-    /•* 

^-  7  V( Fn  -^'  i) 

-r//l -t-l 

r 

En  séparant  les  parties  réelles  et  les  coefficients  de  y' —  i ,  on  a 
I      j:'"c-«'cosÉ»j:aj7 -- cos(/«   -  i)(  -       ïï.) — ? 


I      x"»c-'**sin6»jr ajr  —  sin( /?!    --iifT— q)       - 


r 


E 

t 


XXI.  —  Fonnale  de  Dirichlet. 


Proposons-nous  d'évaluer  l'inlégrale  multiple 


les  variables  étant  assujetties  ù  vérifier  les  relations 
L'intégrale  en  question  peut  s'écrire 

.1-  .r,-j-. 


12  /l 


or  on  a 

J  >  /// 1  l  (  ^/l  1  -r-  I  ) 

•  0 

on  a  ensuite 


f-  •■  0  *  0 


s/h  CRjtPtTHE  X. 

L'intégrale  simple  qui  figure  dans  cette  formule  n'est  nati 
:  OR  a  donc  J^^^^l 


Vivumr,. 


oette  fixiBiile  ut  ginénle  et  l'on  a 

,.,         ///■•T-T^-T 

r(aii-t-ii>|-t-..,-»-m»-w)* 

En  effet,  edmettoni  cette  finmale  et  cberchoi  la  viki 
de 

quand  ou  j  BQppoae 


(3) 

c'est  supposer 

(4) 

l'intégrale 


J^  ■■    A".-'  A*.-'    ■■    A      A 
prise  avec  la  condition  (4),  est  donc 


r(m,)r(m.)...r(m„) 

r(m,  +  m,.t-...+  m,+  ,) 


par  suite,  l'intégrale  cherchée  est 
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Ceci  posé,  rintégrale 

/I — J*i     p  I— X|-or,  ^  i  — X|— Xt— . . .  — x„+| 

/  •  •  •  /  <*•"' . . .  <!;r""'^«  •  •  •  ^-^«^ï 

sera  égale  à 

r(/nîK..r(/n„4-i) 


(l  —  a:j)»»i+m, 4...  -4-mM4.i  — 


rintégrale 

0       *^0 


c*est-à-dire  l'intégrale 
prise  avec  la  condilion 

sera  donc  égale  à 

j;^  *  r(^/?i,-+-m3-f-...H-/n„+,-T-i) 

c'est-à-dire,  en  observant  que  l'intégrale,  abstraction  faile 
du  facteur  qui  suit  dx^y  est  B(/W2-h.  •  •-!-  ni,i^\,  nix),  à 


r ( /ni -+- /?i j -f- . . . -t- m„^i -T- I  ) 

Si  donc  on  admet  la  formule  (2)  démontrée  pour  /i  =  1  et 
n  -=.  2,  on  voit  qu'elle  a  encore  lieu  quand  n  augmente  d'une 
unité  :  elle  est  donc  générale. 

Maintenant  proposons-nous  d'évaluer  l'intégrale 

f  f  f' .  ..r^'"*^''-* . . .  x'^^-Ulxidri . . .  dxn. 
L.  —  Traité  d'Anafyse,  III.  3ï 


BVM  la  condiiinii 


t  tons  posiliTs. 
=  S(,  rinlégrale 


X,,  Xf  •  ■  •  étant  tons  posilifs. 

Posons  (  —  )  '^=S(i  rinlégrale  cherchée  devieinJi 


avec  la  condition 
Sa  valeur  sera  dom 


(;r)-(^)-'-(^) 


\/'.        Pt        "      P-         /  I 

ArrLickTioH.  —  La  développée  de  l'ellipse  a  pour  éqiuA 


son  aire  est 


prise  avec  la  condition  (i),  ou  plutdt  celte  intégrale  est 
quart  de  l'aire  en  question;  en  verlu  du  théorème  de  D 
chlet,  le  quart  de  celte  aire  sera  donc 

ai. 4  r(4)  4  ab      i.a.3 


■i     c' 


3       c^ 
'  8  ~  o6  ■ 


OU  bien  ^  -^  t:,  et  l'aire  totale  s 

L'aire  de  l'épicycloïde  a^  +y  =  P,  enveloppe  d'nne  dro 
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de  longueur  constante  qui  s'appuie  sur  deux  droites  rectan- 
gulaires, sera  alors  J  t:/^,  .... 

XXII.  —  Les  fonctions  de  M.  Prym. 
La  fonction  r(jr)y  étant  mise  sous  la  forme 


/flO 

peut  se  décomposer  en  deux  autres 

1     e-^z'-^dz        et        Q(ar)=   /      e-^z'-'^dz. 

Étudions  d'abord  la  fonction  P(x),  Pintégration  par  parties 
donne 

(i)       P(ar)=  tf-M  -  -r-  —r^ H -7 ^7 ^-  -r-...  1; 

la  fonction,  partout  synectique  excepté  aux  points  o,  —  i, 

2,     •  •  •  7 

I  1  I 

X       x(^-t-i)   ^  J*(a?-+-i)(5;-t-a;       '"*' 

peut  donc  être  représentée  par  une  intégrale  définie.  Il  est 
clair  que  Ton  a 

P(jF-t-i)  =  a:P(a:)— e-«. 

Or  on  a 


I  _  I 

X  '~  X 


-r^  =  -(- -\ 

rr(a7-hi)        \\x       a7-hi/ 

^ 1 '   /  '  a  I     \ 

*(«-+-i)(a?-+-2)  ~  a!  \a:       x-\-\        x-\-i)^ 

» 

I I   fi         n       I  ni n  —  i)       i  "l 


484  .    QMAriTll  X* 

Portant  ces  valeors  dans  (i),  on  trouTe 

(%)         P(«)aa , H  -, ,-  -^...; 

^  '         ^   ^     m      i!  âr-f-i       2!«-f-a       3!  »h-Î 

la  fonction  P  peut  Atre  définie  dans  toute  Tétendoe  dn  plan 
par  Tune  des  formules  (i),  (a);  quant  à  la  fonction  Q,  rien 
n'empêche  de  la  définir  par  Téquation 

Ces  définifionii  sont  alors  plus  précises  que  cdlea  qui  sont 
fournies  par  des  intégrales  dénies*  On  a 

Q(xr  4- 1)  «  arQ(â7)-H  e-^ 

(P&TM,  Journal  de  CrelU,  t.  SS.) 


ZXm. —  Du  logariHuM  Intégral. 

On  appelle  logarithme  intégral  et  l'on  désigne  par  le 
symbole  lia?  l'intégrale 

(I)  li^=  Ti^-- 

Cette  formule  peut  être  remplacée  par  la  suivante 

et,  si  Ton  pose  JJ  =  e", 

Ux  =   I 


Si  Ton  fait  alors  e~^  =  x,  on  trouve 

ou  bien 

lic-<;=  —  / ; 

•/g  " 
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on  a  alors 

OQ 

'  e-*^du 


li 

i 

On  développe  facilement  le  second  membre  en  série,  et  Ton  a 

lie-' — jie-ç=      locx h  . ... 

"  II        i.a   2 

°  II        i.a  2 

ce  que  l'on  peut  écrire 


on 


bien 


3P  I       ^S 

li «-*  —  \ogx  H h . . .  =  const.  =  C 

°  I  1.2    2 


a?  I     ^'  I       j?' 

^^  I  1.2     2  1.2.3     3 

mais  on  a  ^ 

'  1.2     2       '      1 .2.3     3 

on  peut  donc  écrire 


—ÏT- 


du 


(3)  {       =lie-i-\osl+f'LJl--^du 


Or 


'^-^"-^-">^.. 


li 
0  '^ 


«,_(,-_m)I  ^       /•'  i-r,_M)5^^ 


) 


m 

(3)  devitml  alars 


Fai§on&  enanile  f  = 
limilede 


liiT^  me  rédain  i  sér»;  cherchoi 


tir  oa  Miil  qi 


l«,  9 désignant  des  quantités  moindres  que  un  en  T 

absolue  I  c'est  ainsi  que  l'on  prouve  que  f  t  —  ^  )  « 
limile  e-'  I;  rintê^rnle  en  question  a  donc  pour  Hmilc 
ella  formule  (4)  donne 


-losU 


c'esl-à-drre  que  la  constante  C  est  précisément  la  cens 
d'EuIer.  La  formule  (a)  permet  alors  de  dresser  uneTal 
la  fonction  lif',  et  même  de  concevoir  cette  fonction 
des  valeurs  imaginaires  ou  positives  de  —  x. 

Pour  de  grandes  valeurs  de  x,  on  intégrera  par  parti 
l'on  aura 


~r?^ 


■)• 


Cette  série  finit  par  diverger,  mais  elle  converge  dar 
premiers  termes,  et  l'erreur  qui  s'obtient  sous  forme  d 
grale  définie  permet  d'apprécier  le  degré  d'approxin 
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obtenu,  approximation  toujours  suffisante  pour  les  besoins 
de  la  pratique. 

Soldner  (Munich,  1809)3  construit  deux  Tables  du  loga- 
rithme intégral  (voir  un  Mémoire  de  Bretschneider,  Crelle, 
1.17,  1837). 

XXIV.  —  Calcul  des  dérivées  à  indices  quelconques. 

«  La  première  idée  du  calcul  des  différentielles  à  indices 

^quelconques  appartient  à  Leibnitz.  Euler  ensuite  a  écrit  sur 

ce  sujet  quelques  pages  que  Lacroix  rappelle  dans  son  Traité 

^c  Calcul  différentiel.  On  trouve  également  trois  ou  quatre 

'•gnes  qui  s'y  rapportent  dans  TOuvrage  de  La  place  sur  les 

Pi^obabilités.  Fourier  enfin,  dans  sa  Théorie  analytique  de 

•^  chaleur,  indique  une  formule  générale  qu'il  regarde  comme 

Pï'opre  à  transformer  en  intégrales  doubles  les  différentielles 

^  indices  quelconques.  »»  (Liou ville.) 

Mais  c'est  à  Liouville  que  l'on  doit  d'avoir  montré  tout 
*^  parti  que  l'on  pouvait  tirer  du  Calcul  différentiel  généralisé  ; 
^^s  principaux  Mémoires  sont  insérés  au  XXI®  Cahier  du 
tournai  de  V École  Polytechnique. 

Pour  les  géomètres  que  nous  venons  de  citer,  si  l'on  a 

A.,  B,  .  . .  a,  3,  . . .  désignant  des  constantes,  on  a 

d"fix) 


dx'' 


=  Aa«e2tJr_i- Bp«e?'-i-. . .  ; 


^ette  formule,  vraie  pour  n  entier,  est  étendue  au  cas  où  n 
^st  quelconque,  et  sert  de  définition  au  premier  membre. 

On  peut  généraliser  la  notion  de  dérivée  d'une  autre  manière 
^ui  ne  suppose  pas  la  fonction  /  développable  en  une  série 
^'exponentielles . 

On  appelle  lacet  un  contour  formé  d'une  ligne  droite  ou 
Courbe  allant  d'un  point  A,  appelé  origine  ou  entrée  du 


tfiH  oiAriTfti  s. 

lae^en  un  foini  B  infinimimt  i^iiin  de  ee  foe  1%»  tfipdUt 
poini  eriiiquB  a  an  koel,  pois  d'une  poMu»  de  eeide  BD 
•jani  ton  centrç  en  a  et  qne  l'cm  «ppelle  eerck  dn  keel,  •! 
revenani  do  poini  D  infiniment  voisin  de  B  en  on  point  E 


•  • 


qneTon  appelle  h  jo#*tie  dn  lacet;  AB^ 
In  lacet,  ils  sont  rapposés  infiniment^ 

voîams  tant  se  oonper* 
Nous  appellerons  diriç^  d* ardre  n  de  la  fonction  mono-   ' 

gène /(s)  pri$t  àparUr  de  la  limite  x^  l'intégrale 

prise  le  long  d^un  lacet  à  bords  rectilîgnes  ayant  son  entrée 
au  point  Xq  et  son  cercle  décrit  autour  du  point  x  comme 
centre. 

La  dérivée  d'une  fonction /(-s),  comme  l'on  voit,  n'est  pas 
en  général  monodrome  autour  du  pointxo;  sesdiverses  valeurs, 
qui  peuvent  être  en  nombre  infini  si  le  nombre  n  est  incom- 
mensurable, se  permutent  les  unes  dans  les  autres  autour  du 
point  Xqj  qui  est  un  point  critique. 

Lorsque  le  nombre  n  est  négatif,  la  définition  que  nous 
venons  de  donner  se  confond  avec  celle  qui  a  été  donnée  par 
M.  Lelnikof,  en  1874»  dans  un  journal  russe.  Alors  l'intégrale 
prise  le  long  du  cercle  du  lacet  est  nulle;  sa  valeur,  prise  le 
long  du  premier  bord,  est 

ru-^  1)    r'     f(z)dz 


T.  J—  I  i/,.     (  - 


v/-lVr.    (--*)' 
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^  valeur,  prise  le  long  du  second  bord,  est 

r(/i  -^  I)    /•'•  /(5)r-«<'»-^»>«*^^    . 
—  d/S» 


air  / 

La  présence  du  facteur  exponentiel  tient  à  ce  que  le  point  z 
«  tourné  autour  du  point  critique  x  :  la  dérivée  /i*^™«  de/(j:) 
€st  donc 

r(/i-hi)/         .     „  ^— \  r'    f(z)dz 

oo  bien 

ou  bien 

^ïi  observant  que  (p.  446) 

r(/i-M)r(-n)  = 


sin(/i-hi;7c 
^^Ite  expression  devient 

(:4)  _  » r'jf\z)dz_ 

^  est  cette  formule  que  M.  Letnikof  avait  adoptée  pour  dé- 
**tiîr  la  dérivée  /i*^"**^  dans  le  cas  où  n  est  négatif. 
Nous  désignerons  par 


/ 


■^  dérivée  d'ordre  n  de/(x)  prise  à  partir  de  Xq  - 

i^  Si  n  est  entier  et  positif,  l'expression  (i)  se  réduit  bien, 
^ti  vertu  du  calcul  des  résidus,  k/"(x)  (p.  246),  car  les  inté- 
grales prises  le  long  des  bords  du  lacet  se  détruisent. 

2®  Si  n  est  entier  et  négatif,  l'expression  (2)  de  la  dérivée 
^e  réduit  à  l'intégrale  d'ordre  n  de  la  fonctiony(:r)  prise  entre 
Ifîs  limites  Xq  et  x. 


Tsmasxs  L  —  5:  x  f*:  va  w:-mift  rmtier  et  posi 

TarsAon  II,  —  O»  a-  r»  gémèr<al. 

f^f'    __  (''•/' '__  f"  /-^W^ 

Cr  UiforfM*  nTt  »  cbuk^TT  U  lùaile  à  partir  Je  lac 

Sapposon^  qse  le«  points  x*.  x  et  x^  fonnenl  an 
ne  Oikiil«>UDl  p«$  df  poÎDl  critiqae  Atf\  i  >.  le  lacet  qi 
bords  x,x  ^^t  éqairAleol  à  no  lacet  qui  aurait  po 
la  lipi^  brî?^  x«x,x:  ^o  ioté^rant  alon  5iiccessiv< 
K>dî;  df  c«^  deux  larft$.  t>o  a  la  même  valeur  de  l'inl 
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prise  le  long  du  second  lacet,  elle  se  décompose  en  trois  par- 


ties :  I® 


211  y/ 

i***  une  intégrale  prise  le  long  du  lacet  x'^x^  soit 


une  intégrale  prise  le  long  de  x'^Xq  qui  a  pour  valeur 


^   a  donc 


aryZ-iJ^.    {z  —  xr-i 


^  un  calcul  analogue  à  celui  que  nous  avons  fait  tout  à  Thcurc 
onne  enfin 


|J^      -        -  ^X't 


I      dx"  "  I      dx"  "^  !■(  -  «  )  /r.       (^  -  -  '""*■' 

^^  à  l'intérieur  du  triangle  oro^x'o  ^^  y  avait  un  point  critique 
^^  J{2)j  on  voit  comment  il  faudrait  modifier  le  résultat  qui 
Précède. 

Dérivée  DE  (x  —  a)P.  —  En  supposant  n  positif,  la  dérivée 
d'ordre  —  n  de  (x  —  a)Pj  prise  à  partir  de  Xq^  est 

I       r' 

si  l'on  pose 

X  —  a 
Celte  intégrale  devient 

X  —  a 


401  mÊUwnmm  s. 

&MqMBrtalfl»^==g,cctieiiwtiiîfl«»eiéfcilà 


r(»>     '^*»^"^"^-     r(»)      r(»+jiH-i) 

Ma 


df  daM  cette  fonude,  on  lefleer  i»  per  — i»  el  si  Ton  dif* 
ifaeatîe  iHeby  n  eaên  on  rwîplece  it^  —  i»  per  m,  on  tiiHnre 
poor  eqKesMS  de  bdémée  et'*"'  de  4?  —  a  priée  à  partir 
âea^mp  —  ut  esl  pontif, 

Dierrisnie*'.  —  Feifosi  a  positif  :b  dérivée  d'oidie— a 
de  €^  sers,  en  snpposent  n  poritif. 


j^r(,_,)^.^rf. 


ou,  en  posant  z=:  x  —  /, 


x-x. 


On  voit  que,  si  oTo  =  —  3o,  la  dérivée  cherchée  sera 


- —  /     e-^^f  t"-^  dt  =  — ; 


la  dérivée  d'ordre  4- m  sera  donc  a'"e^^.  Le  résultat  est  le 
même  quand  a  est  négatif,  mais  alors  il  faut  prendre  x^  =  -f*- 

Dérivée  d'une  dérivée.  —  On  a 


I    dx'^  I    '~dx»^     ~  I     dx"^  I        dx"^      ""  / 


'Xj  'Xo  'Xo  ■t'o 
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En  effet, 

I'  d^  j'd^^fix)  __  f  ^  r(m-f-T)    r    f'z)dz 


11  ri  Éi. 


m-hi 


1-J'^J  \     dx'^  (z  —  x) 
r(/nH-i)   r      f{z)dz        r(m-4-/n-i) 


^7Zy/^J    {Z-X)'n^n^i         r(/n-4-i; 

_  j' d'n-^^/i ( x) 


C.  Q.  F.  D. 


XXVI.  —  Dérivée  d'un  produit. 

Supposons  la  fonction  ^{x)  synectique  autour  du  point  x, 
on  aura,  par  la  formule  de  Taylor, 

\K  1.-    r                    ^(z^dz      r(/i-4-i)     .  .    ,,  Il  1, 

Multiplions  par  -•    --,-—7 7=  et  intégrrons  le  lon^j  d  un 

lacet  ayant  son  origine  en  Xq  et  le  centre  de  son  cercle  en  x  ; 
nous  aurons 

r(/i-f-i)  ro(z^U)dz  _  ^^       n^-^i)  r  ^(i?)g^g 
c'est-à-dire 

«Xo  '-To  'Xo 

C'est  la  formule  de  Leibnitz  généralisée.  On  voit  que,  pour 
que  cette  formule  soit  applicable,  il  est  nécessaire  que  ^{x) 
soit  synectique  dans  un  cercle  décrit  du  point  x  comme  centre 
et  contenant  le  point  Xq,  Nous  ferons  plus  loin  des  applica- 
tions de  cette  formule;  nous  nous  en  servirons  seulement  ici 


4ii 


«  fois  à  putir  db  h 


r(< 


r(. 


rc-*- 


I.»       r{m  —  »-v-9) 


*(*— l)-^^•• 


C7€•l  b  CMnnfe  de 


Qttt 


1  1.» 


•» 


•i  Ton  fliiilliplîe  les  deax  miaaahres  per  j;***  et  si  l'an  islègi^ 
deçà  ly  on  tronve 


/' 


( I  —  xy*x^  ^ax  = \ ..., 

a        I    a-H  I  1.2        a-Ha 


et  ces  calculs  seront  légitimes  si  a  a  un  module  supérieur  à 
zéro,  ainsi  que  n.  Cette  formule  équivaut  à 


B(/i  H-i,  a)  =  . . . 


ou  a 


r(/i-f-i)r(a)      I      71     I 


r(/i-+-a-Hi;        a        I   a-hi 


/i(/i  —  i)       I 


i.a        a-^  2 


Z  —  X 


Changeons  a  en  — j- —  :  cette  formule  deviendra 


r(n^.)r(iy) 


n 


H-H- 


z  —  x\        z  —  X        \   z  —  ar-f-A 


; 


en  multipliant  par -==f{z)dz^  on  voit  que  l'on  aura,  en 

•27C  / —  I 
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légrant  le  long  d'un  contour  contenant  les  points  x^x  -\-h^ 
-r-  2/1,  . .  . ,  si  à  rintérieur  de  ce  contour  il  n'y  a  pas  de  points 
itiques  de/(>3), 

Quand  n  est  entier,  le  second  membre  seréduità/iA''/(x) 
>ur  A^  =  —  h  au  signe  près.  Le  premier  membre  de  cette 
rmule  pourra  donc,  dans  certains  cas,  servir  à  interpoler 
s  différences;  mais  nous  n'insisterons  pas  sur  ces  formules, 
li  n'ont  pas  d'applications  et  qui,  d'ailleurs,  sont  soumises 

un  très  grand  nombre  d'exceptions.  Nous  devions  les 
jnaler  dans  un  Chapitre  consacré  à  l'interpolation. 


EXERCICES  ET  NOTES. 

i.  Pour  o<  r  <  I,  on  a 

"*/  X        x^  ,  x^^        \     dx 

2.  On  a 


f 


cos/'îD  cos  qod^  = 


X 


x^-^dx        T(a)r(b  —  a) 


{i-\-x)^  T(b) 

3.  On  a 


4r(l)r(»-0==r(:0'^-i) 

(Catalan,  Journal  de  Liouville,  i"  série,  t.  III.) 


8.  QvMdM* 

/t*>»«»-»-«l«-*----+*»»"+---. 


<IUne  obtertatiM.} 
/[*){i— »)  =  a, -i-'»A«m- je»  A«,-i- *•*■,-+- 

6.  Quand  on  a 

/(«)  =  a.-^  a.a' ^..  .-Ha,«»-^. .., 
>ii  peut  calculer  quelquefois 


■n(m-t) 


^fm--0<m-.)^ 


comme  il  suit  :  on  a 

'  ri/*^?;  i/'-îJ--.(/'-t-7-*-n  — ")* 


-Va  TifJIiy^    pip^i)...tp  +  't 
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ne 

53111  p  -^  q  z=\^  p  =z  —  m,  remplaçant  x  par  —  x,  on  trouve  la 
nme  de  la  série  (iK  On  peut  aussi  la  trouver  au  moyen  du 
îorème  de  Parseval  (p.  4io). 

^. 

.   ^  Tin  —  z  ) 

I.  On  a  lim  -, —     — i —  =  *  pour  n  =  x. 
(n  —  i)!n-  ^ 


L.  —  Traite  d' Analyse,  III. 


01 


V^J 


498 
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CHAPITRE  XL 

FmMOUBS  m  QfUMunnuL 


I.  —  Fwrii  i»  Fiiorttot. 

Qoand  les  mojeu  conniif  •e.rèfbseDl  à  l*<vdMtti«i  ilte 
intégrale  définiei  ce  qui  arrÎTe  en  particolier  qnuMl  lafoneliw 
i  intégrer  n*esl  connue  qu'empiriquement,  mi  emploie  ce  f» 
l'on  ajqpdle  \tê  formules  de  quadraiêtre.  Ces  formules  feu 
connaître  la  valeur  numérique  de  l'intégrale  dieidlée  wm 

Fîg.  17/ 


une  approximation  qui  dépend  en  général  de  la  patience  du 
calculateur.  Les  formules  d'Euler  et  de  Boole  sont  des  for- 
mules  de  ce  genre. 

Une  méthode  des  plus  simples  et  des  plus  rapides  esi 
celle  que  Ton  doit  au  général  Poncelet  : 

Supposons  la  fonction  à  intégrer  représentée  par  une 
courbe  :  il  s'agit  d'évaluer  l'aire  de  cette  courbe;  la  méthode 
enseignée  dans  les  éléments  consiste  à  décomposer  l'aire  en 
trapèzes  curvilignes,  que  l'on  remplace  par  les  trapèzes 
inscrits.  Procédons  d'abord  de  cette  façon  et  intercalons 
entre  les  ordonnées  AoBq  et  A.2n^2nf  qui  limitent  l'aire  à 
évaluer,  un  nombre  impair  d'ordonnées  équidis tantes  A|B|; 
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A2B2,  .  .  . ,   soit  ^0=  A.oBo,yi  =  A|  B|,  ...  ;  on  aura  évi- 
demment, en  appelant  S  l'aire  cherchée  et  h  la  distance, 

A  0  A 1  ^^  A 1  A»  .  • . . 

avec  une  erreur  par  défaut  si  la  courbe  est  convexe,  et  par 
excès  dans  le  cas  contraire. 

Mais,  si  par  les  points  B|,  B3,  ...  on  mène  des  tangentes  à 
la  courbe,  on  formera  de  nouveaux  trapèzes,  dont  la  somme 
sera  une  valeur  de  l'aire  cherchée,  avec  une  erreur  de  sens 
contraire  à  la  précédente,  si  l'on  suppose  la  convexité  de  la 
courbe  toujours  de  même  sens 5  on  a  donc,  comme  seconde 
valeur  approchée, 

la  moyenne  des  résultats  est 

b  =       7 H  ^1  -f-  ^3  -r  ...  H-  ytn-\      /«• 

La  demi-différence  des  résultats  donne  une  limite  de  l'erreur; 

celte  limite  est 

Vo  -^  y\  -^  yin-^  -^  ym  , 

, h. 

Il  est  facile  d'en  donner  une  représentation  géométrique. 


II.  —  Méthode  de  Th.  Simpson. 

Dans  la  méthode  de  Simpson,  une  des  plus  mauvaises  que 
l'on  puisse  employer,  parce  que  rien  n'indique  la  limite  ni 
même  le  sens  de  l'erreur  qu'elle  comporte,  on  substitue  à 
l'aire  que  l'on  veut  évaluer  une  série  d'aires  paraboliques. 

A  cet  elï'et,  on  partage  l'aire  au  moyen  d'un  nombre  impair 
d'ordonnées  équidistantes,  comme  dans  la  méthode  de  Pon- 
celet;  parles  points  Bo,  B|,  B2  on  fait  passer  une  parabole 
dont  l'axe  est  vertical  ;  on  procède  de  la  même  façon  à  Tégard 


à 


■3»;-  ■* 


•  '  .' 


5oo  eiAMTit  XI, 

deBttBi»B4«  • .  • ,' ei  Ton  leof fdbee  la  ooiirbe  par  Im  «r»  ^ 
paribolfi  ainsi  tnieét. 

Véqualion  de  la  parabole  passanl  aux  extrémités  àm  or- 
données B1B14.1 8^4.9  sera 

Or  on  peni  poseri  en  prenant  pour  origine  le  point  A|,  y$^s^M^ 

on  en  eondui 
«-,,,      a=ifa        .^j^j—,      ,       c« =^ 4-, 

mais  rairê  parabolique  est 

X**  A» 

(«  ^  ^jr  ^.  ej|t)d;v  »  aoA -»- sM* -«- He  y , 

c'est-àrdire,  en  remplaçant  a,  fr,  c  par  leura  valeurs, 

Taire  totale  pourra  donc  être  représentée  par 

ou  bien 

ce  que  Ton  peut  encore  écrire 

0-9  désignant  la  somme  des  ordonnées  d'indices  pairs  non 
compris  j'o  et  ^'2/1,  et  a-j  la  somme  des  ordonnées  d'indices 
impairs. 

III.  —  Formule  de  quadrature  de  Côtes. 

La  méthode  de  Cùtes  consiste  à  substituer  à  la  courbe  que 
Fon  veut  carrer  une  parabole  passant  par  un  certain  nombre 
de  points  de  cette  courbe. 
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Soient  y  =  i(x)  Téquation  de  la  courbe  donnée,  ai,  a-^y 
«3 «/i  des  abscisses  quelconques, 

Jmà  V\a)  X  —  a 

sera,  d'après  la  formule  d'interpolation  de  Lagrange,  Téqua- 
lion  d'une  parabole  de  degré  n  —  i  passant  par  les  n  points 
de  la  courbe j^  =  i (a:)  correspondant  aux  abscisses  ai, ....  a„. 
Rappelons  d^ailleurs  que  F(x)  est  égal,  à  un  facteur  près,  au 
produit  (a-  —  oC){^x  —  a^>)..,{x  —  r7„):  Taire  de  la  courbe 
donnée  prend  alors  la  forme 


ou 


formule  où  l'on  a  posé 


A;  —   /     —, -^ dx. 


Si  F(jr)  est  un  polynôme  donné  à  l'avance,  par  exemple 
(x  —  i)(x  —  2  ). .  .{x  —  /?),  A|  pourra  être  calculé  une  fois 
pour  toutes  et  la  môme  formule  pourra  servir  pour  trouver 
l'aire  d'une  infinité  de  trapèzes  curvilignes  ayant  une  base  /i. 
Nous  donnerons  plus  loin  une  formule  due  à  Gauss  et  plus 
exacte. 
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